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Resumen 
Este proyecto se centra en los procesos de fundición industrial. Se pretende analizar 
herramientas que sean útiles para optimizar los sistemas de este tipo de manufactura de 
metales. Una de las herramientas más importantes para conseguir un alto rendimiento de los 
procesos de fundición es la simulación numérica de los mismos. Para obtener estas 
simulaciones es preciso generar una modelización matemática adecuada que sea capaz de 
resolver todas las variables y funciones que entran en juego en un proceso de fundición. El 
modelo matemático escogido es el método de los elementos finitos del cual se hará una 
introducción. En el proyecto se definirán las ecuaciones y los parámetros necesarios para 
que el modelo matemático pueda ser resuelto, centrándose en la evolución térmica del 
material fundido. La evolución térmica abarcará tanto la solidificación como el enfriamiento 
de la colada en el molde.  
El siguiente paso para la simulación de procesos de fundición industriales es la resolución 
práctica de las ecuaciones anteriormente mencionadas. Cabe destacar que en el proyecto se 
usa el programa Vulcan 7.5, como simulador de procesos. Este código está diseñado para la 
simulación de procesos de llenado y solidificación de piezas metálicas. En el presente 
trabajo se hace una breve exposición de la funcionalidad de tal programa y del potencial de 
las simulaciones. 
Mediante el uso del programa de simulación Vulcan 7.5, se muestra un estudio basado en 
piezas de aluminio AlSi7Mg, donde se proponen diferentes problemas de fundición. El 
objetivo es analizar tales problemas para poder comparar la transmisión de calor entre pieza 
y molde con el proceso de fundición. Gracias a esta comparación se ha visto que la 
influencia de los coeficientes de conducción y convección que participan en la transmisión de 
calor, se ven restringidos por el material del molde y su capacidad de evacuar el calor hacia 
el entorno. 
Finalmente, se analizará cual es la mejor opción para calcular los coeficientes de convección 
durante el cambio de fase de líquido a sólido. La evaluación de estos resultados hace pensar 
que la mejor forma de representar la variación de los coeficientes de convección es 
considerando una dependencia entre el coeficiente y la función de la fracción líquida, ya que 
esta es mucho más representativa del estado de las fases de la pieza, que la otra variable en 
juego, la temperatura media. 
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1. Introducción 
El presente proyecto pretende ser un estudio general de una de las herramientas más 
usadas hoy día en las simulaciones numéricas, el método de los elementos finitos. La 
simulación numérica ha sido un factor decisivo en los logros científicos actuales. El presente 
proyecto se puede considerar un ejemplo de cómo se actúa en el uso de tal herramienta. 
El caso que se aborda en el proyecto es un proceso de fundición de aluminio. Se pretende 
usar las simulaciones mediante el método de los elementos finitos para poder estudiar 
algunas características que influyen en el resultado final de tales procesos. 
Para ofrecer una clara idea de cual es el funcionamiento de las técnicas de simulación, se 
abordarán paso a paso los conceptos de ejecución del procedimiento. Así se puede llevar a 
cabo una simulación de un proceso de fundición. Además para generar las simulaciones se 
ha incluido la explicación de un programa de simulación de procesos de fundición 
metalúrgica.  
Con el programa se realizarán diversas simulaciones. Estas servirán para ver como influyen 
en el proceso final de fundición los cambios en los flujos de calor dentro de los sistemas de 
fundición. A partir de los resultados extraídos de las simulaciones, se pretende sacar 
conclusiones que puedan servir de referencia en procesos reales dentro de la industria 
metalúrgica. 
Mediante un análisis similar, también se pretende estudiar dos clases de formulaciones que 
resuelvan las transferencias de los flujos de calor en el sistema. Estas formulaciones son una 
referencia para el cálculo de estos tipos de problemas. Por lo que se puede considerar como 
un patrón para posteriores códigos de resolución o mejorar los existentes. 
Finalmente decir que este trabajo está muy relacionado con los proyectos que optimizan 
sistemas de fundición en la industria. El presente proyecto se puede considerar el paso 
previo al diseño de moldes y piezas que permitan mejorar las calidades de los acabados y 
los sistemas de producción. 
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2. Simulación numérica de procesos metalúrgicos 
2.1. Modelización matemática 
La observación científica de un fenómeno requiere un análisis cuidadoso de sus 
características, de las circunstancias que lo producen, y de los factores que lo afectan. En la 
búsqueda de teorías precisas, capaces de explicar el número máximo de resultados 
experimentales mediante principios generalistas, permite, usando elaboraciones 
matemáticas, entender, y en algunas condiciones, predecir la evolución de varios 
fenómenos. 
Las correlaciones entre entidades de diferente tipo físico, son descritas normalmente 
mediante aproximaciones matemáticas complejas, tales como las que permiten llegar a 
resultados significativos mediante simplificaciones o técnicas computacionales particulares. 
La precisión de un modelo matemático adoptado para describir un fenómeno físico siempre 
está relacionado con la cantidad de simplificaciones introducidas, al igual que su similitud 
con la información experimental. 
El estudio de un proceso metalúrgico, como el de fundición, mediante modelos matemáticos 
sigue tres pasos: 
 
- identificar el fenómeno en que el proceso se basa; 
- representar matemáticamente el fenómeno de acuerdo con los parámetros físicos 
que se pueden observar (sistemas de ecuaciones diferenciales); 
- solucionar las ecuaciones representadas. 
Este paso final se puede resolver mediante dos maneras diferentes. 
 
1) Se busca una solución analítica, a menudo mediante la simplificación de las 
ecuaciones diferenciales originales. Como ejemplo, el estudio se puede limitar a 
algunos casos particulares, evitando el uso de una o dos coordenadas espaciales o 
definiendo a priori la dependencia de algunos parámetros con la temperatura o hasta 
considerándolos como constantes. Cada una de estas simplificaciones (y de las otras 
que pueden ser hechas) están relacionadas, más o menos explícitamente a algunas 
hipótesis. El significado real de tales hipótesis siempre se tiene que evaluar, para 
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entender lo aproximado que está el “modelo creciente” a la realidad. También se 
debe recordar que la solución de las ecuaciones diferenciales requiere la definición 
de las condiciones de comienzo y de frontera; también están relacionadas con 
algunas hipótesis y por tanto deben ser evaluadas críticamente. 
 
2) Cuando las soluciones analíticas son demasiado complejas o requieren 
simplificaciones excesivas se deben buscar soluciones numéricas. Se deben emplear 
métodos numéricos (diferencias finitas, elementos finitos, control de volúmenes...), 
que, mediante la discretización del problema, permiten su solución resolviendo 
sistemas de ecuaciones con un alto número de incógnitas. Tales sistemas pueden 
ser solucionados sólo mediante computadores muy potentes. Con estos métodos 
también se pueden producir algunas simplificaciones (con las mismas 
consideraciones que con los modelos analíticos), principalmente encarados a reducir 
los tiempos de procesado y los costes relacionados.  
2.2. Simulación de los procesos de fundición. 
Des de un punto de vista teórico, un proceso de fundición se puede considerar como la suma 
de varios pasos : 
 
- el llenado de una cavidad mediante una aleación fundida, descrita por las leyes fluido 
dinámicas (ecuación de Navier-Stokes); 
- la solidificación y el enfriamiento de la aleación, según las leyes de transmisión de 
calor (ecuación de Fourier); 
- las (posibles) transformaciones de estado sólido, relacionadas con termodinámica y 
cinética, como está descrito en la metalurgia física; 
- las tensiones y deformaciones en que la pieza se ve sometida debido a los pasos 
anteriores (ecuación de la conservación del momento). 
Las características finales (geométricas, físicas, mecánicas, microestructurales) de la pieza 
fundida son el resultado directo de los diferentes pasos del proceso; mediante el control de 
estos pasos, las características mencionadas anteriormente pueden ser optimizadas. A su 
manera, cada uno de los pasos mencionados está asociado a fenómenos de transporte de 
masa, energía y momento. Las ecuaciones diferenciales que describen estos fenómenos 
son perfectamente conocidas y permiten la evaluación de los campos de temperatura, 
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velocidad, presión o desplazamiento como funciones del tiempo (t) y el espacio (x,y,z). La 
solución de Navier-Stokes (dinámica de fluidos) y Fourier (transferencia de calor) se vuelve 
más y más complicada a medida que la complejidad de la geometría crece (de 1D, 2D, 3D) y 
el nivel de precisión aumenta. 
En principio, se puede decir que los pasos principales de un proceso de fundición pueden 
ser descritos mediante aproximaciones matemáticas de complejidad variable. La fiabilidad de 
este análisis físico-matemático está relacionada significativamente con la precisión adoptada 
para definir las condiciones iniciales y de frontera, y sobre el conocimiento de las 
propiedades de los materiales involucrados. 
Para poder definir las condiciones de frontera y las condiciones iniciales del proceso, deben 
de tenerse en cuenta parámetros fundamentales como la temperatura de fundición, el 
tamaño del fundido, la configuración del molde (entradas, bebederos, núcleos, etc.) o la 
fluidez del metal fundido. 
En lo que refiere a las propiedades de los materiales, se debe de estimar o saber: 
 
- para la aleación: las temperaturas de líquidus y sólidus, y, como función de la 
temperatura, viscosidad, densidad, conductividad térmica y calor específico; 
- para el molde (y los núcleos): propiedades térmicas y, eventualmente, las 
características de enfriamiento y/o refrigeración; 
- los coeficientes de transferencia de calor entre el molde y la aleación. 
Prácticamente, la complejidad geométrica de las piezas fundidas y el número de variables 
involucradas hacen imposible la descripción analítica del llenado del molde y de la 
solidificación y enfriamiento de la aleación. Este problema se supera mediante la 
disponibilidad de computadoras muy potentes, que pueden resolver, mediante métodos 
numéricos adecuados, sistemas con millones de ecuaciones diferenciales. Esta 
aproximación se basa en modelos obtenidos gracias a la representación discreta. 
(Volúmenes de control, elementos finitos, diferencias finitas y otros...). 
El dominio a analizar se divide consecuentemente, de acuerdo con las normas de que 
depende el método adoptado, en un número muy alto de volúmenes (la creación de la malla) 
que tienen una geometría muy simplificada (Ej.: cúbica o tetraédrica). Las condiciones fijadas 
por las ecuaciones integrales-diferenciales que controlan el problema (en este caso las 
anteriormente nombradas ecuaciones de dinámica de fluidos y de transferencia de calor) se 
imponen, con referencia a un número finito de números relacionados con tal subdivisión. 
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La precisión del resultado depende de los algoritmos empleados y de lo fina (tamaño del 
elemento) que sea la malla (por tanto, del número de ecuaciones a procesar). Mediante la 
computación, que también puede ser muy pesada, se pueden conseguir resultados 
realmente interesantes. 
De hecho es posible de calcular los campos de velocidades, presión y temperaturas del 
sistema de pieza más molde, y, en consecuencia, saber, punto por punto y instante a 
instante, el comportamiento del llenado, solidificación y enfriamiento del material fundido. 
La precisión y la fiabilidad del resultado del análisis están bastante relacionados con la 
exactitud en definir las ya mencionadas condiciones de contorno (temperatura de molde, 
temperatura y tamaño de la pieza, configuración del molde, bebederos, viscosidad del líquido 
fundido, etc.) y con el conocimiento que se tenga de los materiales involucrados en el 
proceso.  
Por tanto, es obvio que, una vez monitorizado el llenado del molde, la solidificación y el 
enfriamiento, hay toda la información necesaria para evaluar la calidad metalúrgica de la 
pieza fundida. De hecho, por una parte, el estudio de la dinámica de fluidos del sistema 
permite la detección de defectos inducidos por un mal llenado del molde; por otra parte 
también hay la posibilidad de correlacionar los llamados “parámetros de solidificación”, con 
las características microestructurales y el contenido de microporosidades de la pieza fundida. 
Entre esos parámetros se debe considerar: 
 
- el tiempo de solidificación, que es útil para discriminar “puntos calientes” relacionados 
con las características de las estructuras dendríticas; 
- la velocidad de enfriamiento, que es un indicador de la velocidad de solidificación y 
tamaño final de granos. 
 
La posibilidad de visualizar las regiones más críticas del fundido da una información 
fundamental para la validación y el uso del fundido mismo. Este es el factor clave para el 
éxito de los códigos de simulación. Significa que los códigos numéricos previamente 
descritos se pueden usar en: 
 
- diagnosis, para discriminar y entender la causa de los defectos en los fundido, y 
poder sugerir posibles correcciones; 
- predicción, para una evaluación a priori de las características y potencial de un 
proceso de fundición, dando un soporte decisivo al diseño de los sistemas de 
fundición, al igual que el proceso mismo, acelerando la etapa de puesta a punto. 
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Des de los puntos de vista tecnológicos y científicos, la difusión de los códigos 
computacionales dedicados a la simulación de los procesos de fundición son continuos. 
En el Metals Handbook, publicado en 1988, un volumen dedicado a la fundición, se discuten 
estos tópicos y se identifican ciertos valores como críticos en el desarrollo del proceso de 
simulación: 
 
- la bajada del coste de una computadora; 
- la bajada del coste del software; 
- la mejora de los rendimientos, la fiabilidad metalúrgica y la aproximación a un uso 
fácil del software; 
- la bajada en los tiempos de trabajo para establecer un modelo y su subsiguiente 
simulación. 
La tendencia está claramente dibujada: el uso de códigos para simular procesos de fundición 
jugará un papel cada vez mayor. Por tanto, se vuelve fundamental para las fundiciones usar 
esta herramienta como motor de mejora y competitividad. 
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3. Modelización de los procesos de fundición 
Antes de comenzar a analizar los procesos al detalle, se va a hacer una descripción general 
de cómo es la modelización de los procesos de fundición. De esta manera se hará más fácil 
entender las ideas básicas y al mismo tiempo ayudaran a mejorar la comprensión de los 
conceptos que se mostrarán en los siguientes apartados. 
El procedimiento se puede descomponer en los siguientes pasos: definición geométrica, 
mallado geométrico, definición de los parámetros del material y del proceso, simulación o 
solución de las ecuaciones de gobierno y finalmente, evaluación de los resultados. 
Seguidamente a este apartado se va a explicar el código del programa que se ha usado para 
generar las simulaciones que aborda este texto. Por tanto, se va a seguir la misma pauta en 
los pasos de explicación del código, para así poder dar un texto más ordenado. 
3.1.1. Definición de la geometría 
El primer paso en el proceso de modelización es definir la geometría del sistema de 
fundición. Los programas de simulación de procesos de fundiciones modernos, tienen la 
capacidad de importar dibujos de CAD de otros programas que están especializados para 
ello. Como se verá en el siguiente apartado el programa que se usa en este proyecto, ofrece 
la posibilidad de generar el mismo esta tarea. Es muy importante que durante el modelado 
de la geometría se incluya todos los elementos del sistema de fundido que puedan tener una 
influencia significativa en el llenado y la solidificación del material. Como por ejemplo los 
canales de refrigeración, los canales de entrada del fundido... 
3.1.2. Mallado de la geometría 
Después de la definición de la geometría del sistema de fundido, esta debe ser dividida en 
un número discreto de elementos volumétricos segmentados para los subsiguientes 
cálculos.  Los nodos de la malla son los puntos de la geometría donde las ecuaciones 
resuelven los valores de las variables. Las líneas que conectan los nodos entre si, son las 
vías que usan para interpolar las variables principales en función de sus valores en los 
nodos. 
Un punto crítico a tener en cuenta es lo fina o basta que puede ser la malla. Esta 
característica es básica para conseguir la precisión deseada. Cuando más fina es la malla 
más precisión se obtiene. Aunque se debe de tener en cuenta que la mejora de la precisión 
decrece a medida que la malla es más fina. Y también se debe comentar que el tiempo de 
cálculo aumenta a medida que la malla se hace más fina, ya que existen más elementos 
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para calcular. En general se puede decir que para encontrar la simulación óptima, hay que 
hacer un balance entre la precisión buscada y el tiempo de cálculo que debe ser sacrificado. 
3.1.3. Definiciones de los parámetros del material y del proceso 
El siguiente paso de la modelización del sistema, es definir los parámetros del material y del 
proceso, que son necesarios para resolver las ecuaciones gobernantes del proceso de 
llenado y solidificación del molde. En primer lugar, se definen las propiedades termofísicas 
de los diversos  materiales que están relacionados con el sistema de fundición. Además, las 
condiciones iniciales para las incógnitas de las ecuaciones también deben de ser 
especificadas (Ej.: las temperaturas iniciales).  
También se tienen que determinar las condiciones de contorno de las incógnitas, como lo es 
el coeficiente de transferencia de calor entre los diferentes materiales del sistema. Toda la 
información relevante para el proceso debe de tenerse en cuenta, o sea, introducirla dentro 
de las bases de datos del programa.  
Es muy importante que se valoren todos los datos que afectan a la simulación de la 
solidificación o del llenado del molde. Por ejemplo, todas las veces que los canales de 
enfriamiento están activos o inactivos, el momento en que el fundido se extrae del molde, o 
bien, el tipo de recubrimiento que hay en la cavidad del molde. Todo puede afectar al 
balance térmico del molde o del fundido. De hecho, los resultados de la simulación son tan 
buenos como los son los parámetros introducidos, tanto de los materiales o del proceso. Por 
esta razón, es muy importante usar los parámetros termofísicos más precisos posibles y 
especificar el proceso con el máximo detalle, para así poder obtener el mejor beneficio de la 
simulación. 
3.1.4. Simulación 
En este paso, las ecuaciones gobernantes del proceso de llenado o de solidificación de la 
fundición se solucionan sobre una malla computacional, usando las definiciones del material 
y de los parámetros del proceso. Los resultados se guardan en distintos momentos para la 
evaluación del proceso de solidificación o del llenado. 
3.1.5. Evaluación de los resultados 
Aunque este tema es sumamente interesante queda fuera de los propósitos de este 
proyecto. Aun así se harán algunos comentarios al respecto. Los primeros resultados que se 
obtienen de la simulación de un llenado o de una solidificación, son los valores de las 
variables primitivas (temperaturas, presiones, velocidades) que se encuentran en los nodos 
de la malla creada. Combinando los valores de las variables de maneras que tengan un 
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sentido físico, es posible desarrollar las llamadas funciones de criterio que indican donde se 
pueden esperar problemas en el desarrollo del proceso de fundición. 
En una evolución de los resultados de una solidificación (caso que concierne a este 
proyecto), interesa investigar el patrón de solidificación del fundido (Ej.: el tiempo en que las 
diferentes áreas tardan en solidificarse) para así poder ver si la contracción en la 
solidificación puede ser adecuadamente alimentada. También intentar evaluar las áreas 
donde pueda haber porosidad o evaluar la estabilidad de la cavidad del molde durante el 
proceso. 
Los resultados de la simulación de los procesos de fundición dan lugar a la investigación de 
muchas áreas de las piezas y de su evolución, para poder mejorar los procesos reales. 
3.2. Modelización de los procesos de fundición con el 
programa Vulcan 7.5 
El programa Vulcan ver: 7.5. un programa desarrollado por la empresa Quantech ATZ con la 
colaboración del CIMNE (centro internacional de métodos numéricos en ingeniería). El 
programa resulta una herramienta muy potente como simulador de procesos de fundición. 
Este es capaz de generar simulaciones de llenado y de solidificación de los procesos de 
fundición, así como abordar el problema termomecánico. En este proyecto se utilizará la 
posibilidad de simular la solidificación para, posteriormente, hacer ciertas evaluaciones. 
3.2.1. Partes del programa 
Se puede decir que el programa se divide en tres partes básicas. 
- El preprocessor 
- El solver 
- El postprocessor 
El preprocessor es la parte inicial del programa, está destinada a adquirir o dibujar la 
geometría de los materiales y definir todas las propiedades termofísicas de estos, al igual 
que las condiciones de contorno o las condiciones iniciales. También puede generar la malla 
de la geometría. 
El solver, es el código del programa de cálculo, este resuelve las ecuaciones de gobierno 
con las condiciones y propiedades que ha adquirido del preprocessor. También usa la malla 
que le ha indicado el postprocessor. 
Pág. 18  Memoria 
 
El postprocessor es la parte que adquiere los resultados y la malla del solver. Esta parte 
genera el entorno gráfico necesario para poder apreciar los cambios de temperatura, de 
solidificación, o llenado del molde para poder ser evaluados. También permite analizar todos 
los puntos de la geometría de la malla, para que el ingeniero así pueda realizar los estudios 
necesarios de regiones concretas de la pieza. 
En la figura (3.1) se muestra un esquema explicativo de las partes en que se puede dividir el 
programa y sus funciones. 
 
 
3.2.2. Definición de la geometría 
Antes de estudiar los diversos campos del programa, se debe hacer una breve descripción  
del interfaz del código con el usuario. 
La figura (3.2) muestra la pantalla de trabajo del programa, en ella se pueden ver diversas 
barras de herramientas. En la barra situada a la izquierda de la pantalla hay las opciones de 
visualización y opciones de dibujo. 
PREPROCESO 
GEOMETRÍA, 
PROPIEDADES 
DE LOS 
MATERIALES, 
CONDICIONES 
INICIALES Y DE 
CONTORNO, 
SOLVER POSTPROCESO
MALLA Y 
RESULTADOS 
Fig. (3.1): Esquema de las partes del programa. 
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La barra de tareas superior, que se muestra mediante iconos, permite acceder a las 
opciones de los archivos, también permite acceder al postproceso, al capturador de 
imágenes, impresión o a opciones de edición. Por encima de esta hay la barra de tareas que 
permite acceder a todas las opciones del programa, tal como se muestra en la figura (4.2). El 
programa permite generar geometrías mediante CAD, pero este también tiene la opción de 
importar dibujos con las extensiones IGS o DXF. Figura (3.3). 
Uno de los atributos que tiene el programa, es que la geometría se construye siguiendo un 
modo jerárquico. Esto significa que una entidad de un nivel superior (dimensión) se 
construye con entidades de nivel inferior, entonces dos entidades adyacentes comparten la 
misma entidad de nivel inferior. 
Fig. (3.2): Pantalla de trabajo de Vulcan 7.5. 
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El programa tiene un amplio abanico de 
funciones que se pueden usar para el 
dibujo, como por ejemplo el generador de 
coordenadas o de líneas, los elementos 
básicos para poder dibujar en CAD. Figura 
(3.4). 
También permite generar elementos de 3D. 
Puede generar formas sencillas 
predeterminadas como complejos dibujos 
geométricos.  Ver figura (3.5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.2.3. Mallado de la geometría 
El sistema de mallado del programa permite generar mallas de diferentes tamaños, de esta 
manera se puede variar la finura de la malla y así conseguir la medida óptima para un 
proceso concreto. En la figura (3.6) se muestra una pieza generada por Vulcan y que 
representa un enganche. 
 
 
 
 
 
Fig. (3.3): Menú de importación de archivos. 
Fig. (3.4): Ventana de coordenadas. 
Fig. (3.5): Ejemplo de pieza generada 
por el preprocessor. 
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En la siguiente imagen se ve como se ha generado la malla. En este caso la malla generada 
del elemento es una malla compuesta por elementos tetraédricos. Para ser exactos se han 
generado elementos de 15 puntos de grosor. Un número de 5174 tetraedros y de 1687 
nodos. 
 
 
Otra de las opciones interesantes que ofrece el programa es la posibilidad de que la malla se 
ajuste a la geometría. Cuando las geometrías son muy complejas, a veces un tamaño 
concreto del elemento no puede caber en todos los rincones de la pieza. El usuario del 
programa puede escoger mediante la opción cordal error un mínimo y un máximo de grosor 
del elemento. Esta opción puede adaptar los tamaños a la geometría de la pieza. 
Fig. (3.6): Enganche 
generado por Vulcan. 
Fig. (3.7): Malla del 
enganche. 
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El usuario también puede definir el tamaño y la forma de los elementos en entidades 
concretas. Por ejemplo puede escoger un tamaño de los elementos en las líneas, pero 
cambiar el tamaño en las superficies. Y de la misma manera con los puntos y los volúmenes. 
3.2.4. Definiciones de los parámetros del material y del proceso 
Para que se puedan resolver las ecuaciones siguiendo la geometría de la malla, es 
necesario introducir los parámetros de los materiales y del proceso, ya explicadas en 
apartados anteriores. El programa dispone de una opción que en la barra de tareas principal 
que permite seguir los pasos de la definición del problema de una forma simple y fácil. En la 
barra de herramientas principal hay una opción llamada “process”. Está opción abre un menú 
rápido que indica en cada momento el siguiente paso que se debe dar, antes siempre debe 
estar definida la geometría. El orden que sigue es el que se establecido con anterioridad, 
procesar la malla, definir los parámetros del proceso y describir los materiales y sus 
condiciones de contorno. Figura (3.10) El menú de los datos del proceso se encuentra en el 
submenú de data /problemdata.  
 
Fig. (3.8): Menú de 
mallado. 
Fig. (3.9): Ventana de los datos generales de la simulación. 
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En el aparece una ventana que permite escoger el tipo de análisis, la estrategia de 
solidificación, etc. Tal como se ve en la figura (3.9). 
                          
Una vez seleccionados los parámetros del proceso, se debe repetir el mismo proceso para 
las propiedades de los  materiales y sus condiciones de contorno. 
El programa divide los materiales que entran en el sistema en cuatro grupos. El molde, el 
fundido, el líquido refrigerante y el núcleo. Normalmente se usa sistemas de molde-fundido, 
pero para sistemas más completos se tienen las herramientas para poder abordarlos. Figura 
(3.11). 
                     
 
Fig. (3.10): Menú rápido 
que permite hacer todo el 
proceso. 
Fig. (3.11): Tipos de materiales 
que pueden ser seleccionados y 
variar sus propiedades. 
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La ventana tiene las opciones para poder cambiar los materiales y definir las propiedades de 
estos. Al mismo tiempo dispone de dos pestañas donde se pueden cambiar las condiciones 
de contorno de los materiales como el HTC (propiedad de la que se hablará en apartados 
posteriores). Cabe destacar que la ventana del fundido está mucho más completa, introduce 
propiedades de fluido y propiedades respecto al cambio de fase. Sin duda, debido a la 
simulación de llenado, ya que se necesitan muchos más parámetros de los materiales. En 
este apartado también se definen condiciones iniciales como la temperatura. Figura (3.11). 
3.2.5. Simulación del proceso 
Una vez introducidos y definidos los datos de la malla, proceso y materiales, se guarda el 
archivo y se pasa a simularlo. Cuando se resuelven las ecuaciones de un proceso, el 
programa permite ver como va la evolución de los cálculos a medida que avanza el tiempo. 
También permite parar los cálculos en un momento dado, y hasta permite un cálculo remoto 
desde otro terminal. 
 
 
3.2.6. Evaluación de los resultados 
Para poder realizar una evaluación de los resultados se debe pasar a la parte del 
postproceso. El postproceso pasa a la pantalla los resultados obtenidos por el solver del 
programa. Los resultados que pueden ser visualizados  se pueden clasificar en cinco 
categorías: 
- Vista de los resultados escalares: muestra valores de mínimos y máximos, 
visualizaciones del contorno, visualizaciones de las texturas y de las líneas, muestra 
las iso-superficies. Además estas posibilidades se pueden configurar a gusto del 
usuario. 
Fig.(3.12): Ventana de propiedades del molde.
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- Vista de resultados vectoriales: deformación de la malla, visualización de vectores, 
líneas de corriente (trazados de las partículas) 
- Diagramas lineales: diagramas escalares de líneas y diagramas vectoriales. 
- Animación de los resultados de las visualizaciones. 
 
Las visualizaciones de los contornos se realizan asignando colores diferentes para cada 
valor, de manera que entre un mínimo y un máximos dados exista toda una gama de 
colores, tal como se ve en la figura (3.13). 
Las animaciones permiten ver la evolución de las variables que están bajo estudio.   
El programa permite seleccionar planos concretos de las piezas, y ver su transformación 
gradual. Al igual que dentro de los planos seleccionar puntos concretos del mallado y ver su 
desarrollo mediante gráficos. 
Otro complemento que sirve de gran ayuda, es la oportunidad de recrear iso-superficies. Las 
iso-superficies se caracterizan porque señalan regiones que comprenden un valor concreto 
de la variable en estudio. Además el programa incluye leyendas que permiten que las 
 
Fig. (3.13): Expresión de las temperaturas 
mediante una escala de colores en el 
contorno de una pieza. 
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visualizaciones de los contornos, de las iso-superficies o de los vectores con colores puedan 
una escala de colores y sus valores asignados. Ver la figura (3.13) a la esquina  derecha. 
Con estas herramientas se pueden analizar puntos, planos o regiones, y así evaluar 
perfectamente los resultados obtenidos y su relación con el proceso. 
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4. Definición del problema térmico 
4.1. Introducción a las técnicas numéricas 
Como ya se ha comentado, simular un proceso de fundición es un problema muy complejo. 
Las ecuaciones que lo rigen, las cuales se estudiarán más adelante, son ecuaciones 
diferenciales que comportan una alta no linealidad. Aproximar una solución numérica a estas 
ecuaciones conlleva usar métodos de análisis complicados. Dentro del  grupo de las técnicas 
que pueden solucionar el problema, se van a comentar las siguientes: 
4.1.1. Técnicas de diferencias finitas Standard (SFD) 
En estas técnicas, una ecuación diferencial parcial que rige el problema se transforma en un 
conjunto de ecuaciones de diferencias finitas del tipo: 
tt
n
kji
n
kji
∆
−=∂
∂ −1,,,, θθθ . Dónde θ 
representa las temperaturas de dentro del campo θ = θ(x,y,z) y ∆t incremento de tiempo. 
Para cada elemento de la malla como la que se ve en la figura (4.0), hay una transformación 
de estas ecuaciones.  
 
Fig. (4.0): Malla regular de un cilindro hecho mediante fundición. A la 
derecha se representa el simbolismo de la malla. 
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4.1.2. Formulación de control de volumen 
Una extensión de la técnica SFD es la formulación de control de volumen de la ecuación de 
diferencias. Según el mallado de la figura (), la “conducción térmica” entre el punto central 
(i,j,k) y el punto vecino (i+1) se puede expresar como: 
x
yzikjiK ∆
∆⋅∆=+→ λ)1(),,( donde 
∆z es la amplitud de un elemento en la dirección perpendicular al papel, λ la conductividad 
térmica del elemento y K la conducción térmica entre elementos. Operando y haciendo los 
cambios correspondientes, el método lleva a un sistema de ecuaciones de la forma: 
[ ] [ ] { }θθ ⋅=∂
∂ K
t
C  dónde [ ] se refiere a una matriz y { } a un vector. [C] representa las 
capacidades térmicas y [K] las conducciones térmicas. 
Estas técnicas están muy limitadas debido a que no permite generar estructuras demasiado 
complejas, por ejemplo, en las simulaciones se puede ver las curvas con una forma de 
zigzag. Debido a que no permite adoptar el contorno preciso. Está técnica es mejor usarla 
para estructuras poliédricas. 
 
4.1.3. Técnicas de diferencias finitas generales (GFD) 
Dentro de esta serie de técnicas se va a resaltar el método de las aproximaciones de Taylor. 
Este también hace uso de una ecuación diferencial parcial. En este caso para lograr las 
aproximaciones de las diferencias finitas se hace uso de aproximaciones de Taylor. Del tipo: 
( )3222222220 22 ∆+∂∂+∂∂+∂∂+∂∂+∂∂+= Oyxhkykxhykxh θθθθθθθ donde h = x-x0, k = y-y0 y ∆ = 
(h2 + k2)1/2, (x0,y0) = coordenadas del punto central y (x,y) = coordenadas de un punto vecino 
arbitrario en el mallado.  
Otro método usado dentro de estas técnicas es el método en base a coordenadas 
curvilíneas. La idea de esta aproximación es la de transformar las  ecuaciones diferenciales 
parciales en coordenadas curvilíneas. Es un método muy potente para usarlo en geometrías 
de 2D, pero no sirve en problemas de fundición en 3D. 
Se han mencionado dos técnicas muy importantes. La principal diferencia de estas técnicas 
con la técnica que se estudia en este proyecto; el método de los elementos finitos (MEF), es 
que con el MEF se pueden trabajar con mallas más precisas y con una geometría compleja. 
Aunque con la técnica de diferencias finitas generales (GFD) también se permite trabajar con 
mallas complejas, no permite la precisión que admiten los MEF en mallas de 3D. En general 
la razón del uso de los MEF, es que, con ellos se pueden tratar todo tipo de problemas 
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térmicos incluyendo problemas de conducción - convección, problemas no lineales y 
problemas acoplados en mecánica de sólidos y fluidos.  
4.2. MEF – Ecuación de gobierno 
Para empezar a trabajar en el método de los elementos finitos primero se debe formular la 
ecuación matemática del proceso que se quiere simular. Esta ecuación es denominada de 
gobierno o fuerte. Esta formulación describe el proceso físico, se representa mediante 
modelos matemáticos, como las ecuaciones diferenciales, que relacionan cantidades de 
interés para el entendimiento y/o diseño de tal proceso. 
El propósito es simular la solidificación de fundiciones complejas, las cuales pueden variar su 
escala de peso de gramos a toneladas. 
Las leyes de conservación de la masa, momento y energía se usan para formular modelos 
matemáticos del llenado del molde y de la solidificación de los metales fundidos. 
De hecho, como aquí se va estudiar la solidificación y la evolución térmica en un molde, el 
análisis se va a centrar a la ley de la conservación de la energía. Mientras que en el llenado 
sería necesario estudiar las leyes de la conservación de masa ayudada por la dinámica de 
fluidos y, lógicamente, en el apartado mecánico el desarrollo de la ley de conservación de 
momento es básica. 
Para ver como se aplica la ley de la conservación de la energía y obtener la ecuación 
gobernante de la solidificación en el molde, primero es necesario tener en cuenta los 
siguientes conceptos. 
4.2.1. La ley de Fourier 
La ley de Fourier establece que la cantidad de energía en forma de calor Q, que fluye por 
unidad de tiempo a través de un elemento de área A en un pared de espesor b, por 
diferencia de temperaturas entre los extremos de la pared θ1 y θ2 (θ1 > θ2). Figura (4.1). 
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Q
 
 
)( 21 θθ −= Ab
kQ  
donde k es la conductividad térmica que es una propiedad del material que constituye la 
pared. El valor de k se deduce de (5.1) por 
( )21 θθ −= A
Qbk
 
y por tanto k se expresa en  Joule/ s m ºC. 
La cantidad de calor que atraviesa una unidad de superficie por unidad de tiempo se 
denomina flujo de calor. Su expresión es  
)( 21 θθ −== b
k
A
Qq
 
La forma lineal y discreta de la ecuación anterior no existe en procesos transitorios y en 
general el flujo de calor varía localmente y en el tiempo. En la práctica se acepta que la 
ecuación (5.1) se satisface en partes del cuerpo infinitesimales. Las expresiones 
diferenciales equivalentes de las ecuaciones (5.1) y (5.3) se escriben por: 
dn
dkdAQ θ−=
 
θ2 
θ1 
(4.1) 
(4.2) 
(4.3) 
(4.4) 
Fig. (4.1): Transmisión de 
calor a través de una pared 
de espesor b. 
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dn
dkq θ−=
 
Donde n es la línea normal al plano del elemento diferencial de superficie dA a través del 
cual fluye el calor. El signo menos en las ecuaciones  anteriores  indica que el calor fluye en 
la dirección de la disminución de la temperatura, es decir, en la dirección negativa del 
gradiente de temperatura
t∂
∂θ
. 
En un sólido descrito en un sistema de coordenadas cartesianas, se pueden escribir los 
flujos de calor en las direcciones x,y,z por: 
 
;;;
dz
dkq
dy
dkq
dx
dkq zyx
θθθ −=−=−=
 
En forma matricial 
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛
=∇
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
=∇−=
dz
d
dy
d
dx
d
y   con    
z
y
x
q
q
q
qkq θ
 
La descripción más general de la conducción del calor en un material no isótropo establece 
que el flujo de calor depende de los gradientes de temperatura de cada dirección. La 
ecuación (7) se rescribe en estos casos por: 
θ∇−= Dq  
Con 
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
=
zzzyzx
yzyyyx
xzxyxx
kkk
kkk
kkk
D
 
La matriz de conductividad D puede expresarse en otro sistema de ejes x’,y’,z’ por simple 
transformación tensorial como 
D’=TTDT 
(4.5)
(4.6)
(4.7)
(4.8)
(4.9)
(4.10)
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Dónde 
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
=
zzyzxz
zyyyxy
zxyxxx
AAA
AAA
AAA
T
'''
'''
'''
 
considerando Ax’x = cos (x’x) el coseno del ángulo formado por los ejes x’ y x, etc. 
Una vez dejado claro estos conceptos se pasará a hacer el balance de energía térmica para 
obtener la ecuación de gobierno de la transmisión térmica en el molde. 
4.2.2. Obtención de la ecuación de gobierno 
Para obtener la ecuación gobernante, primero se debe hacer un balance térmico en una 
región del elemento. En este caso, el estudio se realiza sobre una superficie, pero el 
resultado es fácilmente extrapolable a un volumen. Consideremos el dominio bidimensional 
de dx de ancho y dy de alto de la figura (4.2).  
 
Q
 
 
Se puede considerar que el dominio tiene una fuente energética propia que se denominaría 
Q. En caso de que no exista tal fuente se consideraría Q=0. El calor acumulado es la 
diferencia entre el flujo entrante y el flujo saliente de la energía térmica. Tal como se ve en 
este análisis: 
          
dxdy
t
cdxdy
y
q
qdydx
x
qqQdxdydxqdyq yyxxyx ∂
∂=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+−⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂+−++ θρ
 
                       calor entrante             –            calor saliente                           =  calor acumulado 
ρ es la densidad del material en el que se hace el análisis; 
dydx
x
qq xx ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂+  
dxqy
dyqx  
Fig. (4.2): Equilibrio térmico en 
un elemento bidimensional. 
dxdy
y
q
q yy ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂+
y 
x 
(4.11) 
(4.12) 
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c es el calor específico del material.  
Simplificando y sustituyendo en la ecuación (4.12) con la ecuación (4.6) se obtiene: 
Q
y
k
yx
k
xt
c yx +∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂=∂
∂ θθθρ
 
Como es obvio, los procesos de fundición reales se analizan en mallas de 3 dimensiones lo 
cual conlleva a reformular la ecuación en base a los procesos reales. Según la nomenclatura 
matricial que se ha visto con anterioridad, generalizaremos la ecuación del balance térmico 
de la forma: 
QD
t
c T +∇∇=∂
∂ θθρ
 
Dónde, en 3D, ∇ = [∂θ/∂x, ∂θ/∂y, ∂θ/∂z]T y D es la matriz constitutiva dada por la ec. (4.9). 
Por tanto con esta ecuación se ha descrito el proceso físico que sigue el molde o el metal ya 
solidificado. Se debe entender que esta ecuación es la que se usa cuando no existe cambio 
de fase, o sea que no hay transición entre fase sólida a líquida. Es evidente que aquí hay 
una variación de calor con el tiempo, se llamará transmisión de calor transitoria.  
Obviamente, en la fundición hay un cambio de fase de líquido a sólido, este estudio se 
realizará en el apartado donde se analiza el cambio de fase. 
4.3. Propiedades termofísicas 
Antes de resolver la ecuación de gobierno del proceso de solidificación, deben ser conocidos 
los datos termofísicos necesarios. Para calcular el campo de temperaturas en el sistema de 
molde - pieza, se necesita la información sobre las densidades, calor específico y 
conductividades térmicas de todos los materiales involucrados en el sistema de fundición, 
(colada, molde, núcleos...). Además también se necesita saber el calor latente de fusión del 
metal, propiedad que como se verá en el siguiente apartado es de suma importancia. En la 
simulación debe considerarse la dependencia de estas cantidades con la temperatura, ya 
que pueden variar su valor significativamente. 
Obtener los datos termofísicos necesarios es un trabajo arduo y de mucha importancia. La 
tarea de  medir las propiedades de los materiales, especialmente a altas temperaturas (por 
ejemplo en el intervalo líquidus/sólidus), es sumamente costosa y cara. 
(4.13)
(4.14)
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Afortunadamente, tal como se ha visto en la descripción del programa, todos los valores 
necesarios para desarrollar los sistemas de ecuaciones están incluidos en la base de datos 
del código. 
4.4. Análisis del problema del cambio de fase 
4.4.1. Introducción al cambio de fase 
El cambio de fase es común en problemas de solidificación, fundición, vaporización, 
condensación, etc. Desde un punto de vista termodinámico, cuando un sistema consta de 
más de una fase, cada fase puede considerarse como un sistema separado dentro del 
conjunto. Los parámetros termodinámicos del sistema completo pueden entonces 
construirse a partir de las dos fases, líquida y sólida 
La fundición y la solidificación son procesos de cambio de fase que van acompañados de 
absorción o liberación de energía térmica. Existe una frontera móvil que separa las dos fases 
con propiedades mecánicas diferentes y en la que se libera energía térmica. En este caso, la 
solidificación de una pieza fundida y el calor latente de fusión liberado en la interfaz sólido-
líquido se transfieren a través del metal solidificado, la interfaz entre el metal y el molde y el 
propio molde, encontrando en cada uno de sus recorridos una cierta resistencia térmica. 
(Caso que se estudiará más profundamente en apartados posteriores)  
Durante la solidificación de las aleaciones binarias y multicomponentes, los fenómenos 
físicos se hacen más complicados debido a las transformaciones de fase que se producen 
en un rango concreto de temperaturas. La temperatura más baja, correspondiente a la fase 
líquida completa, se denomina el “líquidus” y la temperatura más alta, correspondiente a la 
fase sólida se denomina el “sólidus”. Estas temperaturas varían de acuerdo con la 
concentración de los diferentes componentes de la aleación definidas por su diagrama de 
fases. Durante la solidificación de una aleación, hay una variación progresiva de la 
concentración de la parte sólida que va en aumento.  
Este aumento se debe a que al descender la temperatura se incrementa la parte sólida en la 
intercara líquido – sólido, que es el frente del proceso. La fase sólida puede apartarse o 
incorporarse de este frente, según suba o baje la temperatura. El frente es una zona parte 
sólido y parte fluido y se denomina zona pastosa.  
Los conceptos necesarios para el análisis por el MEF, se darán a partir del balance térmico 
escrito en función de la entalpía.  Se verá que con está expresión se simplifica el cálculo y se 
facilita el desarrollo de las ecuaciones que se están estudiando. 
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4.4.2. Liberación del calor latente 
La ecuación (5.14) de balance térmico, asociada con las propiedades termofísicas descritas 
en el apartado anterior y sus condiciones de contorno, sólo es válida en esas regiones del 
molde en que no hay un cambio de fase, (molde, núcleo...). 
Para que la ecuación se pueda usar en la modelización del enfriamiento del metal líquido, se 
debe añadir un término que describa la liberación del calor latente de fusión durante el 
proceso de solidificación. En las otras regiones del sistema (Ej. el molde), este nuevo término 
no actúa y por tanto desaparece. 
En este punto es interesante describir más profundamente el dato que representa la 
liberación del calor latente. En la solidificación de la mayoría de aleaciones, a nivel 
microscópico, se pueden observar microestructuras complejas donde se distingue la interfaz 
entre líquido y sólido (Ej. dendritas). La región del fundido donde coexisten las fases 
líquido/sólido, la zona pastosa,  se caracteriza por los fenómenos físicos que ocurren en 
diferentes escalas. (Nucleación, equilibrio en la interfaz, estabilidad en la interfaz, etc.) Estos 
fenómenos describen la evolución de la zona pastosa. Aunque se han logrado muchos 
progresos en simular con exactitud estos fenómenos, no es práctico aplicar estos progresos 
dentro de la simulación de un proceso de fundición. Ya que hay un problema de escalas en 
los dos tipos de simulaciones. La fundición es un efecto de escala macroscópica y la 
evolución de la zona pastosa es un efecto de escala microscópica. 
Es por eso, que para modelizar el estado pastoso se usa otra herramienta. Más 
concretamente la fracción líquida del material de la cual se hablará en el siguiente apartado.  
 
4.4.2.1. Fracción líquida 
El término que se refiere a la variación de calor latente está directamente relacionado con los 
cambios en la fracción líquida. Se define la fracción líquida como la tasa de volumen 
solidificado del elemento finito. Como la fracción líquida representa tener una incógnita nueva 
en la ecuación de la energía, se debe definir una función que describa la variación de la 
fracción líquida con el tiempo, antes de que se resuelva la mencionada ecuación. 
Para determinar como varía la fracción líquida con respecto a la temperatura, se hacen 
medidas experimentales de temperatura durante la solidificación. Esta función se puede 
considerar una propiedad del material. Una ventaja clara de describir la función de esta 
manera, es que se evita una modelización complicada de los fenómenos microscópicos 
llegando, igualmente, a la simulación de la solidificación real. Sin embargo, esto significa que 
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la simulación que se obtiene no aporta información sobre el desarrollo microestructural 
durante la solidificación. 
4.4.2.2. Función de fracción líquida 
Se representa la función llamada fracción líquida como fl(θ). Al mismo tiempo existe una 
función de fracción sólida tal que fs(θ) = 1 – fl(θ). Se debe distinguir también entre el rango de 
temperaturas del proceso, las temperaturas que limitan este rango son: θS = temperatura de 
sólidus y θL = temperatura de líquidus (zona pastosa). 
 
De manera que si: 
θ > θL hay una fase líquida 
θS < θ < θL coexisten fase líquida y fase sólida, estado pastoso 
θ < θS hay una fase sólida 
 
Como se ve en el gráfico (4.3) la función de fracción líquida marca 1 (todo liquido) cuando la 
θ > θL y 0 (todo sólido) cuando θ < θS, mientras que la forma de la función en el intervalo 
[θS,θL] es g(θ),  cumple que 0 < g(θ) < 1. 
                    
0
1
θS θL
pastoso
sólido líquido
θ
fl
 
4.4.2.3. Función de calor latente 
Se definirá el calor latente como la siguiente función: CL(θ) = LfL(θ), dónde  
L = calor latente 
Fig. (4.3):  Gráfico fL – θ; 
muestra las diferentes 
fases en que se encuentra 
la aleación en un proceso 
de fundición. 
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fL(θ) = función de fracción líquida 
CL(θ) = función de calor latente 
       
CL
θS θL θ
 
La función de calor latente viene definida por intervalos tal como sigue: 
θ > θL ⇒ 0=LC&  
θ < θS ⇒ 0=LC&  
θS < θ < θL ⇒ ( ) t
f
L
f
LfC llSL ∂
∂
∂
∂=∂
∂== θθρθθρθρ
&&  
Como se ve, la variación del calor latente respecto la temperatura es nula cuando las fases 
son o totalmente líquidas o totalmente sólidas. Mientras que en el estado donde hay una 
mezcla de fases (estado pastoso), la variación del calor latente es directamente proporcional 
a la variación de la función de fracción líquida, lo que equivale a decir que hay una relación 
directa entre la proporción de cada fase y el calor latente acumulado. 
4.4.2.4. Calor latente en la ecuación gobernante 
A la ecuación gobernante (4.14) que se ha determinado para la transmisión de calor sin 
cambio de fase, se le debe añadir el término del calor latente para poder representar la 
solidificación: 
 θρ
θρ ∂
∂−+∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂=∂
∂ flLQ
y
Tk
yx
Tk
xt
c yx  
Como ya se había mencionado, la fracción líquida está definida como una propiedad del 
material, la derivada del término que describe la liberación del calor latente se puede rescribir 
Fig. (4.4): Variación del 
calor latente con T. 
(4.15)
(4.16)
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como la derivada de una función de la temperatura. Por tanto la ecuación de la energía se 
transforma a: 
 
t
flLQ
y
Tk
yx
Tk
xt
c yx ∂
∂
∂
∂−+∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂=∂
∂ θ
θρ
θρ  
o 
Q
y
Tk
yx
Tk
xt
flLc yx +∂
∂
∂
∂+∂
∂
∂
∂=∂
∂⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂+ θθρρ  
Esta ecuación aún se puede simplificar más su forma si se reformula aplicando el término 
entálpico. 
4.4.3. Forma entálpica de la ecuación gobernante 
En las siguientes líneas se va a reformular la ecuación de gobierno de la solidificación 
añadiendo el término de la entalpía. Este cambio va a proporcionar una sólida base para 
realizar un estudio más exhaustivo del comportamiento del cambio de fase. 
Se define entalpía como 
∫= θ
θ
θρ
ref
cdH  
H es la función de entalpía que representa el contenido de calor total, c es el calor 
específico, θref es una temperatura de referencia. A la entalpía se le debe poner el factor de 
energía que aparece debido al cambio de fase. Así la ecuación (4.19) se rescribe como: 
θρρθ ∂
∂+=∂
∂ flLcH  
donde fs es la fracción sólida y L es el calor latente. Si se opera en el tiempo la ecuación 
(4.20) se presenta como: 
t
fsL
t
H
t
H
∂
∂⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂+=∂
∂
∂
∂=∂
∂ θ
θρρ
θ
θ  
Por tanto sustituyendo la ecuación (4.21) en (4.18) se adquiere la ecuación del balance de 
energía representada con la nueva nomenclatura: 
(4.17) 
(4.18) 
(4.19) 
(4.20) 
(4.21) 
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o lo que sería lo mismo: 
QD
t
H T +∇∇=∂
∂ θ
 
4.4.3.1. Representación de la entalpía con la temperatura 
Para entender mejor la idea que se va a presentar en este apartado, primero, quizás es 
mejor dar una breve explicación del funcionamiento del algoritmo de cálculo, la parte 
denominada “solver” de la estructura del programa.  
Este algoritmo calcula las ecuaciones formuladas mediante métodos numéricos (ver 
anexos). Estos métodos se basan en iteraciones que, en un instante de tiempo dado, 
aproximan el resultado a la solución real. Se denominará paso en el tiempo, el salto temporal 
entre dos iteraciones seguidas. Lo que representado sería: θn → θn+1. Entre la temperatura 
θn+1 y la temperatura θn hay un paso. 
Si se presta atención al paso siguiente [H(θ) – θ]  
       θLθS θ
CL
 
En el gráfico se ve como dentro de un paso en el tiempo queda la zona de transición 
pastosa, la cual está delimitada por las temperaturas de líquidus y sólidus. Se ha hecho 
coincidir los dos instantes consecutivos en el tiempo con estas temperaturas, para que no 
haya ningún paso dentro de esta zona. Se puede decir que el programa no itera dentro del 
rango de temperaturas de transición, y, a priori, no parece que pueda analizar el cambio de 
H(θn+1) 
H(θn)
H(θ) 
 
θ∆=∆ cH
 
LCcH +∆=∆ θ  
 
Fig. (4.5): 
Variación de la 
entalpía. 
(4.22)
(4.23)
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fase. Por tanto no permitiría determinar cuando se produce el cambio de fase. Si se formulan 
las representaciones de la gráfica se ve como en el tramo:[1] 
 
- θ > θL viene definido por la función LCcH +∆=∆ θ  
- θ < θS viene definido por la función θ∆=∆ cH  
La diferencia entre las funciones es el término CL, calor latente. El cual ya se había definido 
anteriormente como θρ ∂
∂= lL fLC . 
Evidentemente, esto indica que entre las temperaturas θL y θS hay una variación de la 
energía igual a CL. O sea que es el calor latente total liberado por la transformación de 
líquido a sólido. El beneficio más importante de formular el balance de energías mediante la 
entalpía, es que la ecuación y su derivada son continuas en el tiempo, y por tanto 
perfectamente definidas en todos sus puntos.  
Estas dos afirmaciones tienen ventajas muy importantes. Primero se puede constatar que 
aunque haya pasos en el tiempo muy grandes, siempre se puede establecer el instante del 
cambio de fase gracias a las diferencias que existen entre las funciones, “CL”. El aumento de 
los pasos provoca una mayor velocidad de cálculo, pero también disminuye la precisión. Por 
otra parte, en el caso que se quiera analizar más detalladamente el cambio de fase, y por 
tanto, se usen algoritmos con pasos más pequeños, hay la seguridad, que en todo el rango 
de temperaturas, existe un valor entálpico perfectamente definido. Esto es gracias a la 
continuidad de la función, y así se evita introducir errores en el algoritmo. 
4.5. Forma débil de la ecuación diferencial 
Una vez formulado el problema para todos los campos de variables en la forma de 
ecuaciones diferenciales gobernantes, este se debe solucionar aplicando nuevas técnicas de 
análisis numérico. [3] 
Para ello primero se explicará como se dividen las regiones de una malla y como se acoplan 
a las condiciones de contorno posibles. 
4.5.1. Formulación del dominio y contorno 
En este apartado se pretende definir de manera clara y precisa lo que se considera un 
dominio y su contorno.  
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Un dominio es una colección de  puntos en el espacio con la propiedad de que si P es un 
punto en el dominio entonces todos los puntos suficientemente próximos a P pertenecen al 
dominio. Esta definición implica que el dominio consiste sólo en puntos internos. Para 
denominar al dominio se usará la letra Ω. Es evidente que el dominio representa toda la 
malla. 
 La frontera del dominio es un conjunto de puntos tales que uno de los espacios vecinos a 
estos los ocupan puntos que no pertenecen al dominio. Se usará Γ como nomenclatura para 
las fronteras. Por tanto la frontera representa el contorno de una malla dada. La frontera de 
un dominio puede ser dos puntos si se trata de un problema unidimensional, una curva o una 
recta si se trata de un problema bidimensional, o una superficie si se trata de un problema 
tridimensional. 
P
Frontera del dominio
Γ
Dominio
Ω
 
 
Como condiciones a tener en cuenta se deben destacar las condiciones iniciales. Una de las 
cuales sería la temperatura inicial a partir de la cual se empieza a simular la solidificación. En 
este planteamiento ha de indicarse el valor inicial de la temperatura dentro del dominio, y 
esto sería: [5] 
( ) ( )0,,,0,,, 0 zyxzyx θθ =  en Ω 
Aparte, se pueden asignar tres tipos de condiciones en el contorno del dominio: de 
temperatura especificada, de flujo de calor especificado (o aislamiento) o de convección. 
  1º- ( )tzyx ,,,θθ =  en Γθ 
  2º- ( )tzyxqq nn ,,,=  en Γq 
Fig. (4.7): Definición de 
dominio
(4.24) 
Pág. 42  Memoria 
 
  3º- ( )12 θθ −= hqn  en  Γq 
En la primera condición se definen los valores de la temperatura en el contorno Γ se llama la 
condición de Dirichlet o esencial. En el caso que se estudia en el presente proyecto, no se 
considerará. Se considera la temperatura inicial y a partir de esta y de la condición de 
convección (la cual es vista a posteriori en este mismo apartado), la variación de 
temperaturas respecto al tiempo se genera automáticamente.  
La segunda condición que se muestra se llama condición de Neumann. Está referida a el 
flujo de calor que sale en dirección normal al contorno Γq. Esta condición se expresa por 
( )tzyxqq nn ,,,=  qn es la normal al contorno y q es el valor especificado del flujo. El flujo qn 
se calcula proyectando sobre la normal del contorno n el vector de flujo q. Así, utilizando la 
ec. (4.8). 
( ) θθ ∇−=∇−== DnDnqnq TTTn  
El término qn puede deberse a varios efectos. En primer lugar puede conocerse simplemente 
el valor del flujo de calor normal al contorno por efectos convectivos y difusivos. Así el valor 
sería: 
qqn =  
Por otro lado, en el caso de la fundición existe un flujo de calor entre dos los elementos que 
forman el sistema. Este flujo de calor, tal como se ha explicado en apartados anteriores lo 
aproximamos a la condición 3. Estos elementos son el molde y la pieza, o el aire del entorno 
y el molde. Entre el molde y el metal, dependiendo del estado del metal (líquido o sólido), hay 
una conducción o una convección de la transmisión de calor. Todas estas posibilidades se 
reúnen en la expresión del tercer caso: 
( )12 . θθ −= hqn  
Donde θ1 y θ2 son las temperaturas de los diferentes medios o elementos. Todas las 
condiciones de contorno referidas a la transmisión de flujo se verán en su apartado 
correspondiente.  
También hay que recordar que puede haber efectos de transmisión de calor por radiación. 
Estos flujos vienen dados por la siguiente ecuación: 
( )4142 . θθ −= radn hq  
(4.25) 
(4.26) 
(4.27) 
(4.28) 
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Donde hrad es un coeficiente para la radiación que se asemeja al producto de dos constantes 
como son la constante de proporcionalidad de Stefan-Boltzmann con un valor de 5669·10-8 
W/m2K4 (σ) y la constante de emisividad del sólido (ε) ( )10 ≤< ε . 
En este apartado se generalizará la formula de condición de contorno de uno de los 
elementos del sistema de fundición. Esta sería formulada de la siguiente manera: 
( ) ( ) ( ) 0.. 414212 =+−+−+∇ qhDnT θθεσθθθ  en Γ 
Expresión que resulta conocida como la condición de contorno de Neumann. 
La figura (4.8) muestra las condiciones que se acaban de nombrar: 
                           
qn
Γq
ΓT
Ω
n
 
En la figura, las líneas y caracteres rojos marcan el contorno de Dirichlet y las líneas y 
caracteres azules marcan el contorno de Neumann. 
 
4.5.2. Desarrollo de la forma débil 
Todo cálculo de los elementos finitos, siendo un método aproximado, busca una expresión 
aproximada de la solución, en el caso que incumbe al presenta proyecto, el campo de 
temperaturas se considera: 
( ) ( ) ( ) ( )∑== n iei tzyxNtzyxtzyx
1
)( ˆ,,,,,ˆ,,, θθθ  
Fig. (4.8): Condiciones de 
contorno térmicas en un 
molde. θ =⎯θ 
(4.30) 
(4.31) 
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en la que Ni son funciones de forma expresadas en función de variables independientes 
(x,y,z,t) y dónde los parámetros θi son incógnitas. (Ver anexo B). 
La forma débil de la ecuación diferencial es la más indicada para encontrar las soluciones 
que aproximen al máximo al resultado real. Estas aproximaciones convierten las ecuaciones 
diferenciales en ecuaciones algebraicas de más fácil resolución. De esta manera es más fácil 
obtener el resultado de los nodos del dominio Ω.  
La forma débil resuelve las ecuaciones diferenciales a lo largo de todo el dominio y se 
representan de forma integral. Las formas integrales permiten obtener la aproximación 
elemento por elemento para más tarde proceder al ensamblaje mediante métodos 
matriciales. 
El método usado es la variante de Galerkin de los residuos ponderados. Este permite dar 
continuidad en todo el dominio y al mismo tiempo incluir de manera natural las condiciones 
de contorno Г. El proceso es el siguiente: 
Sustituyendo la aproximación (4.31) en la ecuación de gobierno se obtiene: 
Ω=−∇∇−∂
∂⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂+ rQD
t
flLc T θθθρρ ˆ
ˆ
 
Donde rΩ es el residuo de la aproximación en las ecuaciones de balance de calor sobre el 
dominio Ω. Obviamente cuando menores sean estos residuos mejor será la aproximación de 
θ.  
Para simplificar se definirá el calor específico efectivo como: 
θ∂
∂+= flLcc  
Luego el residuo de la ecuación del balance térmico se puede reescribir como: 
Ω=−∇∇−∂
∂ rQD
t
c T θθρ ˆˆ  
El método de los residuos ponderados, se basa en hacer nulos los residuos rΓ y rΩ sobre Ω 
de forma ponderada. La expresión integral resultante es: 
0=Ω∫
Ω
ΩdrWi  i = 1,2,3…,N 
(4.32) 
(4.33) 
(4.34) 
(4.35) 
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donde Wi es una función de peso arbitraria, que depende de la posición y N el número total 
de nodos en la malla de análisis. Sustituyendo la expresión (5.34) en (5.35) se tiene: 
0ˆ
ˆ =Ω⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −∇∇−∂
∂∫
Ω
dQD
t
cW Ti θθρ  
Las integrales anteriores hay que considerarlas en sentido distribucional, ya que el gradiente 
θˆ∇  es usualmente discontinuo entre elementos. Operando: 
0
ˆˆ =Ω−∂
∂+Ω∇∇− ∫∫∫
ΩΩΩ
QdW
t
cWdDW ii
T
i
θρθ  
Mediante el teorema de Green de integración por partes se tiene que: 
∑ ∫∫∫ Ω∇∇−Γ∇=Ω∇∇
ΩΓΩ e
T
i
T
i
T
i dDWdDnWdDW
e
θθθ ˆˆˆ
)(
 
Sustituyendo (4.38) en (4.37) y recordando que Γ = Γθ + Γq: 
[ ] 0)ˆ(ˆˆˆˆ 1
)(
=Γ−++∇+Ω−Γ∇−∂
∂+Ω∇∇ ∫∫∫∫∑ ∫
ΓΩΓ+ΓΩΩ qqe
dhqDnWQdWdDnW
t
cWdDW Tii
T
ii
e
T
i θθθθθρθ
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Escogiendo ahora iW = -Wi y Wi = Ni se llega finalmente a: 
( )∫∫∫∫∫∑ ∫
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donde nqˆ  es el flujo normal (saliente) en el contorno Гθ donde la temperatura está 
especificada. Este flujo se calcula a posteriori una vez obtenidos los valores de⎯θ en todo el 
dominio. 
La forma integral de Galerkin se obtiene haciendo Wi(e)=Ni(e). Es decir escogiendo las 
funciones de peso igual a las funciones de forma en el interior de cada elemento. 
Si sustituimos la aproximación (4.31) en (4.40) y haciendo uso de los datos que se exponen 
sobre las funciones de forma en el Anexo B. 
fKaaC =+&  
(4.36)
(4.37)
(4.38)
(4.39)
(4.40)
(4.41)
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21 K& , mientras que K(e) y f(e) son la matriz de 
conductividad y el vector de flujos nodales equivalentes respectivamente. Las expresiones 
C,K y f se obtienen por ensamblaje  de la contribución de cada uno de los elementos. La 
expresión C(e) es: 
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La matriz C se denomina matriz de capacidad térmica. Y, en general se escribe 
 
( )e
e
CC E=  
Para las formas K y f en general puede escribirse:  
( )e
e
KK E= y ( )e
e
ff E= . 
Donde Ε es el operador de ensamblaje y K(e) y f(e) la matriz de rigidez y el vector de flujos 
nodales equivalentes elementales dados por  
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(4.42) 
(4.43) 
(4.44) 
(4.45) 
(4.46) 
(4.47) 
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Se debe destacar que las integrales sobre Γ, solo aparecen en elementos que tengan algún 
lado sobre los contornos de Dirichlet o de Neumann, respectivamente. 
4.5.3. Integración en el tiempo 
Si se considera un intervalo en el tiempo que se extiende del tiempo tn al tiempo tn+1. La 
longitud del elemento es por tanto ∆t = tn+1 – tn. En dicho elemento se conoce el valor de las 
temperaturas  en tn (an) y se quiere calcular la temperatura en tn+1 (an+1). En el interior del 
elemento se supone que las temperaturas nodales varían linealmente en función de los dos 
valores extremos.  
Si se selecciona un punto intermedio tn+α dentro del intervalo [tn, tn+1]. Obviamente para α = 0 
coincide con tn y para α = 1 con tn+1. Ver figura (4.9). 
∆ttn
na α∆t
tn+1
n+1a
n+α
 
 
(4.48)
(4.49)
Fig. (4.9): Selección de un punto intermedio en el intervalo [tn, tn+1]. 
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Si se supone ahora que las ecuaciones de la discretización espacial (5.41) se satisfacen en 
el punto tn+α. Esto se escribe como: 
0=−+ +++++ ααααα nnnnn faKaC &  
La derivada α+na&  se calcula por: 
t
aaa
nn
n
∆
−=
++ 1α&  
Sustituyendo (4.51) en (4.50) y operando se obtiene: 
0=−+∆
− +++++ ααααα nnnnnn faK
t
aaC  
Si se escoge como valor de α = 1 entonces se entra en el sistema de integración numérica 
de Euler implícito hacia atrás.[4] 
(4.50) 
(4.51) 
(4.52) 
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4.6. Condiciones de contorno 
Cuando se han definido las posibles condiciones de contorno en un problema de transmisión 
de calor, se ha hablado de dos tipos diferentes de condiciones, la condición de Dirichlet y la 
condición de Neumann.  
La condición de Dirichlet marca la temperatura en una zona concreta de la frontera y es muy 
útil a la hora de definir las condiciones iniciales, como ye se ha visto. 
En cambio, la condición de Neumann marca el flujo de calor en la frontera, y en el proceso 
de simulación de la fundición, la transmisión de calor entre los diferentes elementos del 
sistema es de suma importancia. 
Las condiciones de contorno son los flujos de calor que se transmiten entre las diferentes 
partes del sistema, o sea el flujo de calor que se transmite entre la intercara del el molde y la 
pieza y el molde y el ambiente. Esto lleva a diferentes situaciones que ocurren durante el 
proceso. 
 
• 1ª situación: La transmisión de flujo que hay entre el ambiente y el molde, mediante 
una transferencia de calor por convección. 
                         
qconvección
M P Entorno
 
• 2ª  situación: La transmisión del flujo de calor entre el molde y la pieza cuando está 
en fase líquida. Aquí se considera una transmisión de calor por conducción. 
Fig. (4.10): 
Transmisión por 
convección. 
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• 3ª situación: La transmisión de calor entre el molde y el metal fundido cuando este 
está totalmente solidificado. 
 
En la tercera situación, y tal como se había comentado en los objetivos, hay una 
solidificación y por tanto una inmediata contracción de la pieza. Esto da lugar a que en la 
intercara entre el molde y la pieza se generen espacios que se llenan de aire y que provocan 
un cambio en el la  transmisión del flujo de calor. Como el aire es un gas, la transmisión del 
calor es debida a la convección y, si hay una diferencia de temperaturas significativa, se 
puede considerar la radiación. 
Para hacer un cálculo del flujo de calor lo más exacto posible, se podría modelizar mediante 
MEF u otro tipo de técnica, el espacio creado entre el molde y la pieza. Pero este trabajo es 
difícil y poco rentable. También es muy difícil hacer una medida experimental y encontrar los 
valores correspondientes de estos flujos. Por lo que resulta más adecuado hacer una 
aproximación.  
Para aproximar a los valores reales, se hace un balance de energía entre el molde y la pieza. 
De este balance se extrae la ecuación del flujo de calor: 
Fig. (4.11): 
Transmisión por 
conducción. 
Fig. (4.12): 
Transmisión por 
convección y 
radiación. 
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( )cmhq θθ −=  
El cual tiene la misma forma que el mencionado anteriormente contorno de Neumann, pero 
con las siguientes peculiaridades. 
θm es la temperatura del molde; 
θc es la temperatura de la pieza; 
h es un coeficiente de transmisión de calor. También se puede llamar HTC refiriéndose 
al acrónimo en inglés (Heat Transfer Coefficient) 
q es el flujo de calor. 
 
Esta aproximación se puede usar en diferentes etapas del proceso, que son: 
 
- para la transmisión entre el molde y el fundido en estado líquido:   
 q = h0(θc - θm) 
 
- para la transmisión entre el molde y fundido en estado sólido:  
q = hcv(θc – θm) 
 
- en el caso de que la diferencia de temperaturas en estado sólido sea significativa, 
también intervendrá la transmisión de calor por radiación y esta se representará 
como:  
q = hrad(θc4-θm4) 
 
- también se usa para calcular la evacuación de calor entre el molde y el entorno, 
usando una fórmula análoga:  
q = hent.(θm-θent.) 
 
Donde: 
• θent. = temperatura del entorno 
• θent. = coeficiente para la transmisión con el entorno 
(4.53)
(4.54)
(4.55)
(4.56)
(4.57)
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• h0 = coeficiente para la conducción 
• hcv = coeficiente para la convección una vez solidificado el fundido 
• hrad = coeficiente para la radiación, el cual se asemeja a el producto de la 
emisividad de la pieza con la permisividad del medio, en este caso aire: εσ. 
 
Como es lógico el cambio de líquido a sólido y la posterior contracción conlleva la variación 
del coeficiente h. Esta variación puede ser calculada como función de las temperaturas o de 
la fracción líquida total de la pieza. 
4.6.1. Variación de h con θ 
El algoritmo de cálculo puede resolver los flujos de calor en las fronteras mediante las dos 
variaciones anteriormente comentadas, h - θ y h – fl. 
En este apartado se explicará el método que se usa para hacer el cálculo de h respecto la 
temperatura. La variación de h respecto θ se ha determinado siguiendo una ley del siguiente 
tipo: 
ho
h
θsol. θliq θ
hcv
 
Se tiene que recordar que este gráfico se usa para el caso en que el flujo de calor se 
transmite del fundido al molde, lo que comporta que se destaquen los coeficientes de 
conducción hcv y de convección h0, que son los dos casos posibles de flujo de calor. Para el 
caso de la radiación y el caso en que el flujo se transmite del molde al entorno, los 
coeficientes hrad y hent son dos valores constantes. De hrad ya se ha dicho que su valor es el 
producto σε. Y hent es una constante distinta para cada material. 
Para hacer el cálculo del flujo transmitido se busca h en el gráfico, entrando con una 
temperatura media entre el molde y el contorno de la pieza fundida, θa, o sea: 
Fig. (4.13): 
Variación de h 
con la θa. 
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2
cm
a
θθθ +=  
Se puede distinguir según los tramos del gráfico en tres rangos de temperaturas diferentes: 
Si θa < θsol entonces la pieza está en fase sólida, ha habido contracción y la transmisión es 
por convección, por tanto tal como se aprecia en el gráfico, el valor del coeficiente es hcv. 
Si θa > θliq luego la transmisión es por conducción, ya que la pieza todavía se encuentra en 
fase líquida. En este caso el valor del coeficiente es h0. 
Si θsol < θa < θliq la temperatura media está dentro del rango de temperaturas que coincide 
con el estado pastoso. El gráfico indica que el valor del coeficiente debe ser el 
correspondiente a la variación lineal de h con θ, que hay en ese tramo. Esta variación viene 
definida por la pendiente de la recta que se denominará z y su valor es: 
..
0
solliq
cvhhz θθ −
−=  
Y por tanto, la ley que cumple es: ( ) θθ zh a = . 
Una de las desventajas que presenta este modelo, es que para calcular la temperatura 
media θa se usa el valor de la temperatura en el contorno del fundido. Esta región de la 
pieza, al ser la más externa es la que tiene más tendencia a enfriase. Esto pasa porque 
desaloja el calor más rápidamente, ya que está en contacto con el molde, el cual se 
encuentra a una temperatura mucho más baja.  
El problema reside en que si el contorno está solidificado pero parte de la pieza no, puede 
haber contracción y h no lo contemple. Este razonamiento significa que la temperatura del 
contorno es menor que la media de la temperatura de la pieza, como la temperatura del 
contorno es la usada para calcular θa, θa queda falseado y en consecuencia h también. Lo 
cual comporta que la transmisión del flujo de calor no tenga la precisión deseada y esto 
deriva a que la simulación tampoco. Un ejemplo típico sería cuando θa está muy cerca de la 
θliq puede ser que entre dentro de la fase de líquido y se use h0 para el cálculo cuando en 
realidad, en la pieza ha empezado ha haber contracción se haya generado un espacio entre 
el molde y la pieza y deba usarse hcv. 
Se comprobará esta teoría con mayor atención en el ejemplo ensayado. 
 
(4.58)
(4.59)
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4.6.2. Variación de h con la fracción líquida global 
Debido a que la anterior propuesta para el cálculo de los coeficientes de convección parece 
crear un error en determinados momentos de la simulación, se debe buscar una alternativa 
válida que sea capaz de solucionar el problema generado en el anterior caso.  
Hay diversos métodos para poder hacer un cálculo efectivo del coeficiente de convección de 
calor h. Se ha comentado como la dependencia del coeficiente con θa, no era 
suficientemente válida.  
Otro posible modelo de estudio, es el que trata la variación del coeficiente de convección con 
el cambio gradual de la distancia entre el molde y la pieza en la contracción. Para poder 
considerar tal cambio se debe hacer un análisis termomecánico del proceso de fundición. 
Este análisis permite medir la deformación creada por la contracción, y con ello encontrar el 
valor adecuado del coeficiente a partir del inicio de la solidificación, donde se aplica el 
coeficiente de convección. En este estudio sólo se introduce el método, pero no se 
profundizará en el tema. 
En el presente proyecto se ha introducido la dependencia de h con la fracción líquida global. 
Esta metodología es muy buena para poder conseguir un valor representativo de toda la 
pieza. El valor de la fracción líquida global es la suma de las aportaciones de cada elemento 
de la malla que se usa en el estudio de las ecuaciones. Su relación es 
∑
=
=
n
i
i
lgloball ff
1
)(  
En que i se refiere a un elemento de la malla y n es el número de elementos total de la 
misma. 
El gráfico que sigue esta dependencia es prácticamente idéntico al anterior, pues esta 
también es una función acotada por las diferentes fases de la solidificación. El gráfico es: 
(4.60) 
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La fl es la contribución total de todas las fracciones líquidas de los elementos. Por tanto, la 
fracción líquida, al contrario del caso de la temperatura es un valor fiable, ya que este dato 
comprende a toda la pieza, y no sólo el contorno como en el caso anterior. 
En este gráfico también se puede distinguir en tres tramos diferentes de fl: 
Si fl = 0 entonces el fundido está completamente solidificado y existe contracción, el 
coeficiente que se usa es hcv. 
Si fl = 1 hay una fase líquida total por lo que existe una transmisión de calor por conducción, 
y el coeficiente escogido es h0. 
Si 0 < fl < 1 luego la fracción líquida está en el tramo de la zona pastosa y h varía 
linealmente con la fracción líquida. Lo que se puede afirmar que: 
( ) ( ) ( ) cvlcvcvlcvl hfhhhfhhfh +−=+−= 00 1  
La ecuación (4.61) se corresponde al comportamiento de la fracción líquida con la 
temperatura. La ecuación es más útil para el estado pastoso del proceso ya que es ahí 
cuando hay una incógnita a resolver mientras que para valores menores de 0 y mayores de 
1 en fl los valores de h son constantes. 
Como en la dependencia con la fracción líquida las cantidades que intervienen son mucho 
más exactas, es fácil reconocer que los datos extraídos de los algoritmos sean mucho más 
fiables al igual que la simulación. 
Cada sistema usa técnicas y materiales diferentes. Para simular las operaciones de fundición 
se debe usar siempre las constantes apropiadas a los materiales y técnicas, temperaturas de 
líquidus y sólidus, fracción líquida, coeficientes de transmisión de calor, etc. 
(4.61)
Fig. (4.14): 
Variación de h 
con fl. 
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Como nota final se destacará que tanto el método de la dependencia de h con la 
temperatura media y de la dependencia de h con la fracción líquida total, no contemplan el 
cambio en la transmisión de calor por convección cuando la distancia entre el molde y la 
pieza aumenta. Ya que este aumento continúa cuando la pieza ya esta solidificada puesto 
que sigue enfriándose. 
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5. Estudio de los coeficientes de transmisión 
Hasta aquí se han descrito los coeficientes, su sentido físico y los casos posibles que se 
pueden encontrar en el estudio de la fundición. La siguiente cuestión a estudiar en este 
proyecto, son los comportamientos de las simulaciones cuando hay un cambio en la cantidad 
de calor transmitido entre el molde y la pieza. O sea, ver hasta que punto influye la variación 
de los coeficientes, de los cuales dependen los flujos de calor, en el proceso. 
También, se hará un estudio para ver que algoritmo es mejor para hacer el cálculo de los 
resultados, si el que usa una dependencia de h con θ, o el otro sistema comentado, que era 
la dependencia de h con fl. Para llevar a cabo esta tarea, se comparará lo que sucede con 
los coeficientes en dos problemas propuestos. Para eso, es necesario el empleo de un 
programa capaz de simular un proceso, poder extraer sus datos y luego poder evaluarlos. 
Este programa es el Vulcan 7.5, del cual ya se ha hecho una breve descripción en su 
apartado correspondiente. 
5.1. Ejemplo propuesto 
Como ejemplo para el análisis y evaluación de los cambios en los flujos de calor entre el 
molde y la pieza, se ha propuesto el siguiente caso: 
Emplear como pieza para la fundición un álabe de turbina. Esta se considera una pieza con 
una geometría suficientemente complicada para ver la capacidad real del programa, tanto en 
la resolución como en la obtención de datos de la fundición. En la figura (5.1) hay los detalles 
de la turbina. 
El estudio va a consistir en analizar cuatro tipos diferentes de problemas: 
1- Se harán varias simulaciones con una pieza de la aleación AlSi7Mg y un molde de 
acero del tipo X40CrMoV5, en que variará el coeficiente de conducción h0 y se 
mantendrá fijo el coeficiente de convección hcv de 1000 [W·m2/K].  
2- Con los mismos materiales que el análisis anterior, AlSi7Mg como metal para la pieza 
y X40CrMoV5 para el molde, se fijará el coeficiente de conducción en un valor de 
1000 [W·m2/K] y el coeficiente de convección variará entre un rango de valores 
relativos a su escala. 
3- En este caso se variará el material del molde y en vez de usar acero se usará arena. 
Igualmente que en el caso 1, el coeficiente de convección quedará fijo y el de 
conducción será variable.  
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Canal de 
entrada 
Mazarota 
Canal de 
distribución 
Álabe de la 
turbina 
Fig.(5.1): Turbina empleada para realizar las simulaciones. Tal como se puede ver en el dibujo, el álabe de la 
turbina es la parte en forma de cuenco. También se distingue el canal de entrada del metal fundido, el canal de 
distribución y la mazarota para evitar contracciones dentro de la pieza. 
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4- Y por último, en esta última serie de simulaciones se seguirá con los mismos 
materiales que en el caso 3, pero se alternarán los coeficientes, el de conducción 
será fijo, y el de convección será variable. 
En el análisis de las simulaciones se verá que los coeficientes de conducción son mucho 
mayores que los coeficientes de convección. Esto es porqué la resistencia térmica que existe 
cuando no hay contacto entre los materiales es mucho más grande que cuando lo hay. 
Por otra parte, todas las características y propiedades necesarios para la fundición de los 
materiales que se usan, pueden ser consultadas en el Anexo A del proyecto. 
5.2. Procedimiento de adquisición de datos 
Los datos obtenidos de estas simulaciones se consiguen del análisis de un punto concreto 
de la pieza. En todas las simulaciones se ha estudiado el mismo punto. Para tener siempre 
el mismo punto al alcance, se ha hecho un corte con un plano a cierta latitud de la pieza y 
discriminando el plano, se ha podido seleccionar el punto y extraer la información necesaria. 
Tal como se ve en la figura (5.2).  
Una malla está compuesta por miles de elementos, la malla que se ha empleado para este 
proceso, usa aproximadamente 197587 elementos. Entre estos elementos hay 34048 nodos, 
que son posibles puntos de estudio. A priori, parece ser que aislar siempre un mismo nodo 
entraña una gran dificultad. El programa tiene la opción de cortar la pieza con planos en que 
se han definido previamente las coordenadas. Estos planos pueden ser guardados y 
posteriormente recuperados para cualquier otro proceso. Una vez identificada una región del 
plano de corte que interese hacer un estudio, es muy fácil retener un punto de la región, ya 
que estos pueden ser listados por números que siguen siempre el mismo orden en una 
misma malla. En la figura (5.3) se puede ver el proceso gráficamente.  
Fig. (5.2): Proceso de análisis de un punto de la malla; (a) corte mediante un plano perpendicular a la base; 
(b) muestra de los puntos y elementos de dicho plano. 
(b) (a) 
Punto seleccionado para 
analizar sus características. 
con la variación en el tiempo.
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Se ha seleccionado un punto interior de la turbina porqué es más representativo. En el 
interior de la turbina es donde reside la mayor cantidad de energía en forma de calor, y por 
tanto, la que más tarda en evacuarse. La información que se obtenga de esta región será 
más rentable para el interés de este proyecto. En este punto, el tiempo que dura el proceso, 
es mucho mayor, lo que supone un mayor número de datos adquiridos y esto hace, que 
haya una mejor base para argumentar las conclusiones. El caso contrario, sería un punto de 
una región externa o de una pared fina donde la evacuación de calor es muy rápida. 
Una vez seleccionado el nodo, el programa permite visualizar los datos del punto mediante 
gráficos de temperaturas o de fracción sólida  con respecto al tiempo. Con los gráficos se 
pueden evaluar los cambios que se han producido en los procesos y valorar hasta que punto 
pueden influir los valores de los coeficientes en estos cambios. A partir de aquí se deben 
extrapolar conclusiones que serán enumeradas al final de esta memoria. 
5.3. Simulación de los ejemplos 
Con la simulación de los ejemplos se obtienen los resultados de los procesos propuestos. 
Para cada ejemplo se han adquirido los datos y se han procesado en forma de gráficos para 
poder valorarlos con más facilidad. Se debe advertir que el método de cálculo que se ha 
utilizado, para obtener los coeficientes de transmisión de calor en el momento del cambio de 
fase, es que el que atribuye una dependencia de h con la fracción líquida.  
5.3.1. Resultados de la simulación térmica 
A continuación se va a ver una muestra de la evolución de la temperatura del álabe de la 
turbina generado por el programa. Se va a hacer coincidir, en la misma composición, el plano 
de corte del cual se ha escogido el punto que es cuestión de estudio. La composición de las 
figuras muestra siete pasos de tiempo distintos. 
Se puede ver como la parte más rápida de enfriar es el contorno y las paredes más 
delgadas, mientras que en la parte más gruesa de la pieza, tarda mucho más en enfriarse al 
retener más calor. 
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(c) 
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Fig. (5.3): Evolución de la temperatura con el tiempo: (a) Paso 3; (b) Paso 11; (c) Paso 16; (d) Paso 27; 
(e) Paso 33; (f) Paso 39. 
(d) 
(e) 
(f) 
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Los resultados expuestos en este ejemplo son para el molde de acero, 
h0 de 5000 y hcv de 1000. La escala de temperaturas se muestra en la 
izquierda de este texto, se puede observar como la pieza evoluciona 
del color rojo – anaranjado a colores azulados lo que representa un 
enfriamiento gradual. 
 
 
5.3.2. Resultados de la simulación de solidificación 
La simulación de solidificación está hecha con los mismos datos que la evolución térmica 
anterior. Este resultado permite ver cuales son las partes que se solidifican antes gracias a la 
escala de colores que muestra la fracción sólida en un momento instante concreto en el 
tiempo, las siguientes figuras muestran como evoluciona en el tiempo el álabe y el corte 
hecho en la turbina, de donde se extrae el punto de análisis. Figura (5.4). 
  
 
(a) 
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En esta simulación se puede ver como evoluciona la velocidad de 
solidificación en el tiempo. Comparando con el resultado de la 
evolución térmica, coincide en que las partes más delgadas y más 
externas solidifican muy rápidamente. Mientras que la parte interior 
donde se ha hecho el corte y reside más energía calorífica tarda 
mucho más en solidificar. 
Como curiosidad se puede destacar que se ve perfectamente como 
la mazarota cumple su función, ya que es la última parte en 
solidificar y por tanto en contraerse. Así es como evita que se 
produzcan rechupes en el interior de la pieza. La figura a la 
izquierda de este texto muestra los colores de la escala de fracción sólida. 
Si se comparan los pasos de tiempo entre los dos resultados se puede ver como los valores 
de los pasos son mucho más pequeños para la solidificación, lo que significa que la pieza 
solidifica mucho antes de que se llegue al desmoldeo, que es la temperatura final del 
análisis. 
5.3.3. Problema primero: Conducción variable en un molde de acero. 
Tal como se había especificado con anterioridad, el primer problema que se propone para 
hacer un estudio de los procesos, abarca un variado grupo de valores del coeficiente de 
conducción h0. Los valores que se aplicaran son: 1000, 2500, 5000, 6000, 7000, 8000, 
10000, 50000 y 100000 [W/m2K] Mientras que el valor del coeficiente de convección hcv será 
de 1000 [W/m2K]. 
Los materiales que contiene el sistema molde – pieza son: el acero X40CrMoV5 para el 
molde y la aleación de aluminio AlSi7Mg para el fundido. 
 
Fig. (5.4): Evolución de la fracción sólida con el tiempo: (a) Paso 1; (b) Paso 3; (c) Paso 5; (d) Paso (9); (e) Paso 18. 
(e) 
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5.3.3.1. Gráfico temperatura – tiempo 
El resultado de las simulaciones se puede apreciar con este primer gráfico figura (5.5). En él 
se muestran las temperaturas frente al tiempo que tarda el proceso para llegar a una 
temperatura predeterminada. Las líneas de diferentes colores responden a los distintos 
coeficientes de convección simulados en cada proceso. El coeficiente para la convección se 
ha fijado a 1000 [W/m2K]. 
En el gráfico se puede apreciar como las curvas muestran un incremento gradual del tiempo 
de enfriamiento a medida que el valor de su coeficiente de conducción baja. Cuando más 
alta es la conducción, más bajo es el tiempo de procesado y la colada solidifica más 
rápidamente. Lo cual es obvio, ya que el aumento de la conducción permite que la 
evacuación del calor sea más rápida. 
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También se nota como a la altura de la temperatura de líquidus (613ºC), hay un cambio de 
tendencia de la curva. Esta se suaviza dando lugar a una línea con una pendiente casi nula 
Fig. (5.5): Evolución de la temperatura con el tiempo, con conducción variable en molde de acero. 
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durante un breve intervalo de tiempo. Lo que implica que la temperatura no varíe. Esto es 
debido a que el flujo de calor que se evacua, se compensa con el calor latente liberado por la 
fase líquida al transformarse a sólida. En este tramo, el incremento del coeficiente de 
conducción se deja entrever que, en cada curva, la línea comentada sea más corta y tenga 
menos pendiente. Llega un punto que el calor liberado no puede compensar la evacuación 
de calor y la pendiente vuelve a decrecer. Este instante de tiempo avanza medida que el 
coeficiente h0 incrementa su valor. 
Entre las temperaturas de líquidus y sólidus, aproximadamente 613ºC y 542ºC, el material de 
la cavidad del molde se encuentra en estado pastoso. El enfriamiento en este tramo es 
mucho más rápido debido a que la liberación de calor latente disminuye, o sea, se evacua 
calor pero no se genera. 
En el mismo rango de temperaturas, se empieza a apreciar como las curvas se separan 
entre ellas. Lo más probable es que en el estado pastoso haya una ligera contracción del 
metal solidificado, por lo que comienza a intervenir la transmisión de calor por convección. La 
intervención de la convección provoca que la evacuación del flujo de calor disminuya. Esta 
disminución es igual en todos los flujos representados, pues el coeficiente hcv es el mismo.  
Puede que esto explique que las líneas se separen entre ellas. Para las que presentan una 
conducción de calor muy elevada, la sustracción de transferencia de calor por efectos 
convectivos no resulta demasiado determinante para el enfriamiento. Mientras que los flujos 
que tienen valores de h0 más bajos, se ven más desfavorecidos con la pérdida de calor 
evacuado, por eso disminuye la velocidad de enfriamiento. Por tanto, esto se refleja en el 
aumento de la pendiente de la línea. Habrá más diferencia en la velocidad de enfriamiento 
cuanto más afecte la convección a la transmisión de calor total, parece obvio que esto 
induzca a la separación de las líneas de los flujos. El cambio de pendiente es gradual hasta 
la curva de valor de conducción de 1000. En ese caso la evacuación de calor no varía, ya 
que la conducción y la convección valen igual. 
Una vez solidificado, entre la temperatura de sólidus 542ºC y aproximadamente 400ºC, 
parece que las pendientes de los flujos de calor de conducción disminuyan. O sea hay un 
ligero aumento de la velocidad de enfriamiento. Es probable que ese efecto sea debido a 
que la liberación del calor latente de la fase líquida de la conducción se haya extinguido. A 
causa de este hecho, el calor transmitido pierde parte de su fuente, lo que constituye el flujo 
de calor disminuya y permita a la intercara del molde y la pieza, y la de molde entorno 
evacuarlo con menos resistencia. 
A partir de los 400ºC las curvas se suavizan y tienden a ser asintóticas con el eje Y. 
Probablemente es debido a que la mayor parte de calor retenido dentro del molde ha sido 
evacuado y, en este punto el efecto dinámico del calor se reduce. Esto significa que el flujo 
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de calor depende más de la diferencia de temperaturas entre el molde y la pieza que no del 
coeficiente de transmisión. 
En la siguiente figura se dividen las curvas en los tramos que se han comentado. 
 
 
5.3.3.2. Gráfico fracción sólida – tiempo 
Otras curvas de interés son las que relacionan la fracción sólida con el tiempo. Las 
características del gráfico son las mismas que en el anterior, los valores de los coeficientes 
se muestran en la parte derecha, y para cada valor de conducción corresponde una curva de 
color diferente. Este gráfico es muy apropiado para estudiar el proceso de cambio de fase, 
ya que sus resultados corresponden a la transición líquido – sólido.  
En este gráfico se ve como el tiempo de paso de líquido a sólido (velocidad de solidificación) 
aumenta a medida que el coeficiente de conducción disminuye. A aproximadamente el 0,6 
de fracción sólida, o lo que es lo mismo, 0,4 de fracción líquida, la velocidad de solidificación 
aumenta y la pendiente se vuelve casi una línea recta vertical.  
Esta diferencia de pendiente puede ser debida a que en ese momento de la transformación 
líquido – sólido ha habido un aumento en la velocidad de liberación de calor latente lo que 
produce que la potencia de evacuación se haya incrementado. 
Fig. (5.6): Tramos donde se hace evidente un cambio en la pendiente de la curva. 
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5.3.3.3. Gráfico h – tiempo 
Otro gráfico que presentado, es el que relaciona los valores de los coeficientes de 
conducción con el tiempo de solidificación, en una temperatura dada. Es decir el gráfico de la 
figura número (5.8) se ha cortado con una recta horizontal a la altura de la temperatura de 
estudio, consiguiendo así, un gráfico que muestra los tiempos para cada curva en ese 
instante. Figura (5.9). La temperatura de estudio será la temperatura de sólidus y por tanto 
los tiempos obtenidos, son los tiempos en que la colada tarda a solidificarse a partir del 
instante en que la colada ha llenado el molde por completo. 
 
Fig. (5.7): Evolución de la fracción sólida con el tiempo. 
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En este gráfico se puede apreciar como la curva se suaviza hasta el punto de llegar a ser 
asintótica con el eje X. Si se disminuye el valor de conducción la tendencia de la curva será 
acercarse al valor 0, el cual representaría que la pieza fundida está aislada térmicamente y 
no evacuaría nunca el calor. Con lo cual el tiempo de solidificación sería infinito.  
Fig. (5.8): Corte en una temperatura dada para generar los tiempos de solidificación. 
Fig. (5.9): Evolución de  h0 con el tiempo de solidificación. Molde de acero. 
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Por otra parte el otro extremo de la curva también tiende a ser asintótico a un valor en el 
tiempo cercano a 35 s. Se puede definir este valor como el tiempo mínimo para que haya 
una solidificación total del metal fundido. Rebajar más el tiempo de solidificación ya no sería 
un problema de la capacidad de evacuación del calor a través del flujo de conducción en la 
pared del molde. El problema radicaría en aspectos tan importantes como el cambio de 
material del molde. Pasar del acero a otro material que fuese más conductor o insertar 
dentro del molde canales de refrigeración, los cuales permiten una más rápida absorción de 
la energía calorífica. 
El hecho de que haya una asíntota vertical se refiere a que, al aumentar h0 a partir de cierto 
valor no se produce ningún efecto, es decir, ya no varía el tiempo de solidificación.  
 
5.3.4. Problema segundo: Conducción variable en molde de arena. 
Este problema, coincide con el caso anterior, salvo que aquí el material que forma el molde 
es arena. Los valores de los coeficientes son 1000, 2500, 5000, 6000, 7000, 8000, 10000, 
50000 y 100000 [W/m2 K]. Igual que el caso anterior, el valor del coeficiente de convección 
es 1000 [W/m2 K].  
5.3.4.1. Gráfico temperatura – tiempo 
En este gráfico, lo primero que llama la atención es como los tiempos de enfriamiento son 
mucho mayores que en el gráfico de la figura (5.5). En principio los valores de conducción y 
de convección son los mismos para los dos gráficos. Entonces es lógico pensar que el 
retraso en el enfriamiento de la pieza se debe al cambio de material del molde. Este cambio 
significa disminuir muy considerablemente el valor de la conducción hacia el entorno. Lo que 
supone que aunque el calor evacuado en la intercara entre el molde y la pieza sea muy 
grande, este se ve drásticamente frenado a causa de la baja conducción del molde.  
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Las líneas de los flujos tienen las pendientes menos pronunciadas que cuando el molde era 
el acero. Este efecto también se debe a que la conducción del molde se ha reducido. 
Se puede observar como las etapas del gráfico son muy parecidas. Pendiente fuerte al 
principio, seguido de un ligero intervalo de tiempo donde se podría decir que la curva pasa a 
ser una línea horizontal. Inmediatamente después, la pendiente se vuelve más pronunciada, 
y con el paso por la temperatura de sólidus, aún aumenta más la verticalidad. Hasta que, a 
partir de aproximadamente, los 400º C, la curva tiende a suavizarse y a comportarse 
asintóticamente sobre el eje X. Esto demuestra, que aunque haya más calor acumulado las 
etapas del proceso termodinámico no cambian, sólo se retrasan. 
Aparte del tiempo de enfriamiento, otra observación curiosa es ver como las líneas de flujo, 
una vez distanciadas entre si se mantienen equidistantes. En el gráfico de la figura (6.10), 
parece que las curvas se separan pero luego tienen tendencia a aproximarse entre ellas. La 
diferencia radica en el modo de evacuar el calor. 
Fig. (5.10): Evolución de  la temperatura con el tiempo, convección variable en molde de arena. 
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Tal como se había comentado en el otro gráfico, las curvas se separan debido a que los 
efectos de las contracciones imponen que una parte del calor se transmita mediante 
convección. Cuando menor es la transmisión por conducción más se nota en la forma de la 
curva. Como en este caso, todos los flujos de calor se ven reducidos, el proceso de 
extracción es lento y el curso de la curva viene precedido por el calor evacuado en la 
solidificación, cuya velocidad era mayor con el mayor coeficiente de conducción. Mientras 
que en el caso en que el molde era de acero las curva tendían a aproximarse gracias a que 
el flujo de calor transmitido era mayor y se llega a un punto en que el enfriamiento depende 
más del calor restante dentro de la pieza. O sea del flujo de conducción de la pieza. Esto 
provoca que en los tramos finales todas las curvas se alineen, ya que el flujo es el mismo 
para todas las piezas. 
5.3.4.2. Gráfico fracción sólida – tiempo 
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La similitud del gráfico de la figura (5.7) con el gráfico (5.11) es evidente. Se han comentado 
ya la mayoría de aspectos relevantes del gráfico en el anterior problema. Aquí se ve también 
como existe un cambio en la velocidad de solidificación, parece ser que un poco por encima 
Fig. (5.11): Evolución de  la fracción sólida con el tiempo. 
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del 0,6 de fracción sólida. En este caso el cambio de pendiente de la curva es más 
pronunciado. Lo que permite distinguir más como la solidificación se divide en dos etapas. 
Probablemente es debido a que el molde es de arena. Esta misma razón es la que provoca 
el cambio en los tiempos de solidificación. En el gráfico se ve como la velocidad de 
solidificación es mucho más lenta que en el problema anterior.  
Los flujos muestran como se cumple que cuando mayor es el coeficiente de conducción 
mayor es la velocidad de solidificación. O sea que en la solidificación la transmisión de calor 
por conducción prevale sobre la poca capacidad del molde de evacuar el calor. 
5.3.4.3. Gráfico h – tiempo 
Y ya para terminar de mostrar los gráficos de este problema queda el gráfico que muestra 
cuales son los tiempos de solidificación en función de los coeficientes de conducción. 
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Este gráfico se asemeja mucho con el del mismo tipo del problema anterior. En este caso, la 
curva está mucho más desplazada hacia la derecha, lo que equivale a decir, que los tiempos 
de solidificación han aumentado. Mientras que el efecto asintótico que tenía la curva hacia el 
eje marcado por el tiempo mínimo de solidificación, es mucho más pronunciado. Se deduce 
Fig. (5.12): Evolución de  h0 con el tiempo de solidificación. Convección variable, molde de acero. 
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que para que el calor se evacue a la mayor velocidad posible, h0 es más pequeño que en el 
caso en que el molde era de acero. Esta afirmación confirma más aún que la importancia del 
molde en la evacuación del calor puede ser mayor que la del coeficiente de conducción.  
En cambio, el efecto asintótico sobre el eje X parece ser aún más suave que el caso del 
acero o sea, la variación del cambio de constante de conducción con la velocidad aún es 
más suave. 
5.3.5. Problema tercero: Convección variable en molde de acero. 
En este problema se pasa a fijar el coeficiente de conducción a un valor de 1000 [W/m2 K], 
mientras que las cantidades de los coeficientes de convección pasan a ser 100, 250, 350, 
500, 650, 800 y 1000 [W/m2 K]. Los tipos de gráficos que se dibujan son los mismos que 
para los casos anteriores, la única diferencia es que al estar variando la convección tiene 
más sentido fijarse en los valores de las curvas a partir de las temperaturas de sólidus. Ya 
que la convección se da cuando hay una cierta contracción, y tal contracción es más 
pronunciada cuando el material está totalmente solidificado. En este caso se estudia la 
evacuación del calor con el molde de acero.  
5.3.5.1. Gráfico temperatura – tiempo 
La primera gráfica es la que muestra las temperaturas en frente de los tiempos de 
enfriamiento. Las curvas del gráfico presentan los tramos y los intervalos definidos como los 
otros casos. Pero en este problema hasta que no se llega al primer efecto de contracción en 
la solidificación, los flujos se acoplan y son exactamente iguales. Esto es debido a que la 
conducción es la misma para todos los valores y solo varía la convección, la cual no actúa 
hasta que no da comienzo el proceso de solidificación.  
Los tiempos de enfriamiento de este gráfico son mayores que en el primer ejemplo (se 
variaba la conducción) pero menores que en el segundo (había cambio de molde).  
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Por lo que se puede considerar que el efecto de la conducción de los moldes prevale sobre 
la resistencia que genera la transmisión por convección. 
Los flujos dibujados muestran una separación entre líneas ya comentada en los otros 
análisis. En este caso las líneas con los coeficientes más bajos tienden a juntarse de nuevo. 
La curva de valor de convección 100, es una curva mucho más suavizada y su valor de 
tiempo de enfriamiento aumenta considerablemente respecto a los demás. Parece ser que la 
línea no tiende a juntarse con los trazos de los demás flujos. Es posible que eso sea así 
porqué desde el principio de la solidificación la evacuación de calor se ha visto enormemente 
reducida debido al valor del flujo de convección y la energía en forma de calor ha tardado 
mucho más en disiparse. 
5.3.5.2. Gráfico fracción sólida – tiempo 
El siguiente gráfico es el que muestra la variación de fracción sólida respecto el tiempo.        
O sea, la velocidad de solidificación. 
Fig. (5.13): Evolución de  la temperatura con el tiempo. Convección variable, molde de acero. 
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En el gráfico se ve que la distancia entre las curvas es muy cercana. Aunque se descubre 
que a partir del 0,6 de la fracción sólida la tendencia entre la distancia de las líneas es 
aumentar. Es probable que en ese punto haya un incremento abrupto de la contracción. Esto 
permite que las contribuciones de la convección entren en juego y, por tanto se vea la 
diferencia de los valores de los flujos con la separación de las líneas. Ya que en este caso, 
como es lógico, hay un aumento de la velocidad de solidificación cuando más grande es el 
coeficiente de convección.  
5.3.5.3. Gráfico h – tiempo 
Finalmente, el último gráfico que se añadirá es el de la variación del coeficiente con una 
temperatura dada. La temperatura escogida para el caso de variación del flujo de calor en la 
convección es la de 300 ºC. Se escoge esta temperatura porqué es cercana a la temperatura 
de desmoldeo, la cual es más útil para estudiar las variaciones del coeficiente de convección. 
En el gráfico de la figura (5.15) la curva que se ve no es tan cóncava como las dos 
anteriores. Pero si se observa la escala de tiempo se ve que los intervalos temporales entre 
Fig. (5.14): Evolución de  la fracción sólida con el tiempo. 
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los diferentes valores del coeficiente son parecidos, o hasta más largos que los intervalos 
que se muestran en los coeficientes de conducción. 
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Esto significa que para una menor variación del valor de convección el tiempo de 
enfriamiento cambia de manera más abrupta que en los casos vistos hasta ahora en la 
conducción. El tiempo de enfriamiento es más sensible al cambio de los flujos de 
conducción. 
Aparte, se ve como la pendiente de la curva, o, dicho de otro modo, la tendencia a ser 
asintótica con el valor mínimo de tiempo de enfriamiento, es muy elevado. Este análisis 
parece mostrar que los valores más pequeños de los coeficientes de convección 
corresponden a tiempos de enfriamiento mucho mayores. Esto demuestra que la sensibilidad 
de hcv con el tiempo es mayor cuanto menor es el valor del coeficiente. 
5.3.6. Problema cuarto: Convección variable en molde de arena. 
En el siguiente caso se ha cambiado el material del molde y se ha pasado a usar la arena. 
Ahora también se varían los valores de los coeficientes de convección, que serán los 
siguientes: 250, 350, 500, 650, 800 y 1000 [W/m2 K]. El valor de la conducción continuará 
siendo 1000. 
Fig. (5.15): Evolución de  h0 con el tiempo de enfriamiento. Molde de acero. 
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5.3.6.1. Gráfico temperatura – tiempo 
En el gráfico de la figura (5.16) se hace bastante difícil distinguir entre las curvas de los 
diferentes coeficientes, ya que están muy juntas entre si. Probablemente es debido a que, 
independientemente del coeficiente de calor de convección, la extracción de calor global es 
muy aproximada en todos los casos. Los tiempos de enfriamiento son muy largos. Además 
su duración para cada curva es muy parecida. Lo que llevaría a creer que los tiempos de 
enfriamiento no dependen del coeficiente de convección. 
Lo más probable es que el efecto combinado de la arena como material para el molde como 
el uso de un coeficiente de conducción fijo y de convección variables, haga que las 
diferencias entre los flujos sean casi indistinguibles. O sea, la aportación real del incremento 
de hcv , en este caso es mínimo. 
5.3.6.2. Gráfico fracción sólida – tiempo 
En el siguiente gráfico, la figura (5.17), donde se analiza la fracción sólida, al igual que el 
anterior gráfico, las curvas están muy juntas. 
Fig. (5.16): Evolución de la temperatura con el tiempo, convección variable. Molde de arena. 
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Se ve un poco de separación cuando el valor de la fracción sólida alcanza aproximadamente 
el 0,6, dato que también se había comprobado en otras simulaciones. 
Probablemente la separación de las líneas en ese punto es debida a la contracción que se 
ha generado y ha puesto en juego los flujos por convección. Lo que aporta ligeras 
variaciones de los trazados de las curvas. 
5.3.6.3. Gráfico h – tiempo 
Finalmente está el último gráfico, el de la figura (5.18). En el se confirman las anteriores 
suposiciones. La variación del tiempo con el cambio de los coeficientes de convección es 
mínima. En el gráfico se observa como los datos registrados discurren entre tiempos muy 
próximos entre si. Lo cual indica que la variación del tiempo de enfriamiento no es en 
absoluto, solamente dependiente del coeficiente de convección escogido.  
Esta curva difiere mucho de las demás porqué su tendencia es volverse lineal y está muy 
suavizada. Mientras que las otras mostraban un cambio potencial y en los dos extremos las 
Fig. (5.17): Evolución de la fracción sólida con el tiempo. 
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líneas tendían a estar paralelas con los ejes. Lo que indicaba que la sensibilidad del proceso 
a los cambios  de hcv era mayor. 
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Fig. (6.17): Evolución de hl0 con el tiempo de enfriamiento. 
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6. Análisis del cálculo de los coeficientes. 
En el apartado que se refería a las condiciones de contorno, se ha mencionado que para que 
el algoritmo estimase la variación del coeficiente de convección durante la solidificación, 
había dos posibilidades de cálculo: 
 
- Estimar la variación de h mediante la temperatura 
- Estimar la variación de h mediante la fracción líquida. 
En este apartado se quiere ver cual de las dos formulaciones es mejor. Para ello se volverá a 
usar el análisis gráfico, que ha servido de gran ayuda en el estudio de los anteriores 
ejemplos. 
6.1. Ejemplo propuesto 
Como ejemplo se usará la misma pieza que en el anterior caso, y también se adquirirán los 
datos del mismo nodo de la malla. Aquí, se usarán los mismos materiales para cada caso. 
Como molde se usará el acero X40CrMoV5 y como aleación para el fundido se usará la 
AlSi7Mg. 
Los problemas que servirán para realizar el análisis son 
 
1- Se fijará el coeficiente de conducción h0 a 1000 [W/m2 K] variando la convección con 
dos valores 100 [W/m2 K] y 1000 [W/m2 K]. Se simularán estos problemas con las 
dos técnicas de cálculo mencionadas anteriormente.  
2- Se fijará el coeficiente de convección hcv a 100 [W/m2 K] ya la conducción tendrá los 
valores 100 [W/m2 K] y 1000 [W/m2 K]. Igualmente se simularán estos casos con las 
dos técnicas vistas. 
6.1.1. Problema primero: Conducción fija 
Una vez hechos los cálculos con las propiedades descritas se han generado las 
simulaciones. En un mismo gráfico se ha añadido el resultado de los dos métodos 
empleados. Esto permite comparar los resultados en una misma escala, lo que facilitará la 
interpretación. El gráfico que se dibuja a continuación es el de la dependencia de la 
temperatura con el tiempo, figura (6.1): 
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Conducción fija ho = 1000 (W/m^2 K)
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En el gráfico se observa como las curvas de los coeficientes de convección de valor 1000 
coinciden. Por lo que se ve, no hay variación entre los dos métodos de cálculo en ese valor. 
Mientras que cuando el valor de convección disminuye hasta 100, si se observan trazados 
diferentes y tiempos muy distintos entre los dos métodos. 
El método que usa la dependencia de la fracción líquida, parece ser que su curva es más 
aproximada al dibujo de las que se habían analizado en los ejemplos anteriores, siguen el 
mismo patrón. Pero el flujo que depende de la temperatura, tiene un trazado distinto y el 
tiempo de enfriamiento es mayor. De hecho en el tramo de temperaturas que define la zona 
pastosa del fundido, la curva tiene una pendiente muy suave que la asemeja a una recta. 
Esto es probablemente debido en que en esa etapa de la simulación, el flujo de calor 
extraído no puede compensar el calor latente liberado y, por tanto, la temperatura no decrece 
de la misma manera que si lo hiciese mediante el modelo de cálculo de fracción líquida.  
Fig. (6.1): Evolución de la temperatura con el tiempo con conducción fija. 
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6.1.2. Problema segundo: Convección fija 
Al igual que el anterior caso, se han dibujado todas las curvas en un mismo gráfico, así se 
facilita la interpretación de los resultados. La representación de los datos adquiridos por las 
simulaciones es: 
Convección fija hcv = 100 (W/m^2 K)
0
100
200
300
400
500
600
700
0 200 400 600 800 1000 1200
Tiempo (s)
Te
m
pe
ra
tu
ra
s 
(º
C
)
ho(Temp.) = 100
ho(Temp.) = 1000
ho(Fl) = 100
ho(Fl) = 1000
 
En este caso, curiosamente coinciden los trazados de tres curvas. Los dos flujos que en su 
cálculo hay una dependencia de la temperatura y el flujo que depende de la fracción líquida y 
que su coeficiente de conducción vale 100 [W/m2 K]. Estos tienen la misma forma y 
coinciden todos sus datos. Esta forma, es muy parecida a la curva que depende de la 
temperatura y su hcv es igual a 100 [W/m2 K] en la figura (6.2). Por lo que se puede a la 
misma afirmación que antes. El flujo de calor no se puede evacuar lo suficientemente rápido 
como se evacua en la última curva. En cambio, la curva que queda, tiene un coeficiente de 
conducción de 1000 [W/m2 K] y está calculada con el modelo de la fracción líquida. El patrón 
de trazo del flujo corresponde a la mayoría de casos vistos en este proyecto. 
Es evidente que en el caso de cálculo de h dependiendo de la temperatura, la temperatura 
media no es la representativa del proceso general. Ya que cuando a la extracción de calor 
hay una resistencia muy elevada, como es el caso de hcv y h0.bajos, las curvas de los flujos 
difieren de lo que debería ser lo correcto. Mientras que con la dependencia de los flujos de 
Fig. (6.2): Evolución de la temperatura con el tiempo con convección fija. 
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evacuación de calor con la fracción líquida, los resultados son más exactos y parecen que se 
aproximan más al caso real. 
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Conclusiones 
Para hacer más amena la exposición de las conclusiones se dividirá este apartado en dos 
partes. Una en que se analizará el estudio de los coeficientes de convección, visto en el 
apartado 5.3. Y seguidamente otro bloque en que se analizará la metodología de. cálculo de 
los coeficientes, visto en 6.1. 
Conclusiones relativas al estudio de los coeficientes de 
transmisión de calor. 
Mediante el estudio de los resultados de las gráficas, se intentan evocar ideas de lo que 
sucede en realidad en un proceso de fundición. Antes de todo se debería entender que el 
molde, aparte de su función de sustento o de dar forma a la colada, también es un canal de 
evacuación de calor.  
En los gráficos se han visto como existen diferencias de tiempo importantes entre ellos. 
Estas diferencias son debidas a varios fenómenos, más concretamente, los que aquí se han 
estudiado son los cambios de los coeficientes de conducción y de convección. Pero también 
se ha visto que la intervención de diferentes materiales tan dispares como la arena y el acero 
son de una importancia fundamental.  
La conductividad de la arena (ver anexo A) es mucho más reducida que la del acero. Por lo 
tanto es lógico que en todos los procesos en que ha habido un molde de arena los tiempos 
de enfriamiento y de solidificación sean mayores. Lo que sucede es que aunque haya 
conductividades en la intercara molde – pieza muy elevadas, el calor que transmiten no tiene 
salida al exterior. O sea que viene frenado por el molde. Esto sería comparable a un fluido 
que pasa por un tubo, pero en cierto momento una válvula le impone una caída de caudal 
igual a una quinta parte del que había. Entonces el depósito que hay al final de la instalación 
se llenaría más lentamente que si no existiese dicha válvula. 
También se ha podido comprobar que la variación de los coeficientes tiene una importancia 
relativa. Por ejemplo si la evacuación de calor es rápida, caso que correspondería al molde 
de acero. La variación de los coeficientes de convección no es muy significativa, aunque si 
se puede apreciar cierto cambio en el tiempo final de enfriamiento apreciable. Mientras que 
en el caso en que el molde es de arena y por tanto, la evacuación de calor es muy baja, la 
sensibilidad a la variación del coeficiente de convección es prácticamente nula. 
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En cambio la variación de los coeficientes de conducción en los dos casos estudiados es 
muy apreciable. Obviamente, en el caso del acero la sensibilidad del tiempo de enfriamiento 
con el cambio de coeficiente es mayor. 
Finalmente se debe comentar que para optimizar un proceso de fundición se debe tener en 
cuenta la conducción del material del molde para luego designar los coeficientes de 
convección y conducción.  
Conclusiones relativas al cálculo de los coeficientes.  
En los estudios hechos de los coeficientes se ha deducido que la mejor opción de cálculo es 
la ligada a la dependencia de la fracción líquida. La fracción líquida es un valor mucho más 
representativo de lo que sucede en el proceso, que el modelo de temperatura media. La 
razón está explicada en el apartado de los coeficientes de contorno. 
Se ha observado que la precisión del cálculo aumenta con la fracción líquida, cuando los 
coeficientes de convección y conducción son bajos. Esto significa, que si el calor se 
encuentra retenido dentro del molde el cálculo dependiente de la temperatura media, falla. 
Si la retención es muy extrema también puede dar problemas al cálculo con dependencia de 
la fracción líquida, pero este modelo se comporta muy bien en la gran mayoría de los casos. 
Finalmente, decir que el modelo de cálculo con dependencia de la temperatura media mejora 
cuando la evacuación de calor es más rápida. O sea que está indicado para trasferencias de 
calor altas en moldes que tengan una buena conductividad. 
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A – Propiedades de los materiales estudiados 
En este anexo se pretende dar a conocer las propiedades necesarias para generar un 
proceso de simulación como el expuesto. Se tratarán los tres materiales que componían los 
sistemas de fundición en los ejemplos. Se mostrarán tablas de las propiedades más 
significativas para el caso que analiza el presente trabajo. Asimismo también se quiere 
aportar una breve información sobre el uso y funciones de cada material. 
A.1 – AlSi7Mg 
 Si Mg 
Contenidos 6 – 7,5 % 0,2 – 0,45 % 
  Unidades 
θ de líquidus 613 ºC 
θ de sólidus 542 “ 
Calor latente 430518 W 
Variación de la fracción sólida con la temperatura 
Temperatura (ºC) 
542,0 
552,0 
561,0 
563,0 
570,0 
592,0 
608,0 
613,0  
Fracción sólida 
1 
0,97 
0,93 
0,65 
0,57 
0,37 
0,23 
0  
Densidad 
2670 Kg/m3  
a 
1 ºC 
 
2400 Kg/m3 
A 
700 ºC 
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Variación de la conductividad con la temperatura 
Temperatura (ºC) 
100 
300 
542 
613 
7000 
2000  
Conductividad 
(W/m·K) 
152 
153 
166 
68 
69 
70  
 
Variación del calor específico con la temperatura 
Temperatura (ºC) 
100 
200 
400 
613  
Calor específico 
(J/kg.K) 
898 
942 
1058 
1168  
 
 
La aleación AlSi7Mg destaca por su buena colabilidad en la fundición, tiene excelentes 
cualidades de soldabilidad y muestra una alta dureza dentro de los aluminios. 
Gracias para su buena dureza y soldabilidad combinado con una alta resistencia es muy 
usado para aplicaciones críticas. Esta aleación también permite ser tratada térmicamente lo 
que supone poder variar sus cualidades según el interés. 
También es muy usado para la decoración y adorno, ya que ofrece mucha facilidad para el 
pulido. 
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A.2 – Acero X40CrMoV5 
Este acero es el que se utiliza como material del molde. En esto caso las propiedades no van 
a estar tan detalladas ya que se entiende que como su estado es sólido en todo momento no 
hay una variación tan brusca de las propiedades. 
 
 C Si Cr Mo V 
Contenidos 0,4 % 1,0 5,3 1,4 1 
  Unidades 
θ de sólidus 1375 ºC 
Densidad 
7830 a 1 ºC 
7644 a 600 ºC 
Kg/m3 
Variación de la conductividad con la temperatura 
Temperatura 
(ºC) 
100 
500 
700 
800 
900 
1100  
Conductividad 
(W/m.K) 
26 
26,8 
26,2 
26,3 
26,8 
28,9  
 
Variación del calor específico con la temperatura 
Temperatura 
(ºC) 
100 
Calor específico 
J/kg.K 
485,624 
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400 
600 
800  
604,85 
768,707 
890,604  
hent 100 W/m.K 
Este es un acero para trabajar en caliente con gran estabilidad en el revenido, tenacidad y 
resistencia al desgaste en caliente. El acero es insensible al agrietamiento en caliente, pero 
no debería someterse a un enfriamiento por agua durante su uso. Se emplea universalmente 
por ejemplo para herramientas de vías prensadas y herramientas de fundición a presión, 
moldes para la fabricación de plásticos, cuchillos para cortes en caliente y en frío con gran 
espesor de corte. 
A.3 – Arena  
El tipo de arena que se usa en los moldes del estudio es arena seca. Este tipo de arena usa 
aglomerantes de tipo orgánico a diferencia de la arena verde que usa arcilla como 
aglomerante. El molde de arena seca proporciona un buen control dimensional en la 
fundición. Sin embargo, un molde de arena seca es costoso y su velocidad de producción es 
reducida en comparación a otras clases de arenas. Esto es debido a que necesita un mayor 
tiempo de secado a la hora de cocerlo. Algunas de sus características térmicas, serían: 
 
Densidad 
1550 a 300 ºC 
1390 a 600 ºC 
Kg/m3 
Variación de la conductividad con la temperatura 
Temperatura 
(ºC) 
100 
450 
650 
850 
Conductividad 
(W/m.K) 
0,69 
0,585 
0,625 
0,73 
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1050 
1150  
0,81 
0,85  
Variación del calor específico con la temperatura 
Temperatura (ºC) 
150 
450 
650 
850  
Calor específico 
(J/kg.K) 
790 
960 
1085 
1085  
 
hent 10,14 W/m.K 
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B – Funciones de forma 
En este anexo se pretende comentar más profundamente como son las funciones de forma 
de los elementos y su uso. Para tener una clara idea de estos conceptos se empezará 
explicando la aplicación más sencilla, el elemento unidimensional.[2] 
B.1 – Función de forma del elemento unidimensional 
El elemento unidimensional se compone por una sencilla línea de dos nodos. Figura (B.1). 
La función de interpolación de 
dichos elemento se puede 
considerar una función 
polinómica de primer grado.  
 
Esta interpolación garantiza que los valores de la temperatura sean continuos dentro del 
elemento y entre elementos. Los elementos que satisfacen dichos requisitos de continuidad 
se denominan de clase C0. Adicionalmente se podría exigir que el elemento tuviera también 
continua la primera derivada de la temperatura, que en cuyo caso lo denominaríamos de 
clase C1. En general, se dice que un elemento es de clase Cm si su campo de de 
temperaturas tiene continuas las m primeras derivadas 
En un elemento unidimensional, la aproximación polinómica de la variable de la temperatura 
sería θ(x) puede escribirse en forma general como 
θ(x) = a + bx + cx2 + ... 
donde a,b,etc. son constantes. 
Tomando un polinomio de primer grado, se tiene 
θ(x) = a + bx 
Para calcular las constantes a y b se necesitan dos condiciones, lo que implica 
necesariamente que el elemento asociado al desarrollo debe tener dos nodos y (una 
condición para cada nodo). Así pues para un elemento lineal de longitud l(e), con el nodo 1 en 
x = x1 y el nodo 2 en x = x2 (ver figura (B.2)) se obtiene  
 
nodo 1
θ1 nodo 2θ2
Fig. (B.1): Esquema del elemento unidimensional. 
(B.1) 
(B.2) 
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θ(x1) = θ1 = a + bθ1 
θ(x2) = θ2 = a + bθ2 
donde θ1 y θ2, son los valores del desplazamiento axial en los nodos. Despejando a y b y 
sustituyendo en (B.1), se obtiene 
θ(x) = N1(x)θ1 + N2(x)θ2 
dónde 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )ee l
xxxN
l
xxxN 1221          ;
−=−=  
Para evitar tener que resolver un 
sistema de ecuaciones para obtener las 
funciones de forma de elementos 
unidimensionales de la Clase C0, se 
puede hacer uso de las propiedades de 
los polinomios de Lagrange. Dichos 
polinomios toman un determinado valor 
en un punto y cero en un conjunto de 
puntos prefijados. Por consiguiente 
normalizando dicho valor a la unidad y 
haciendo coincidir los puntos con la 
posición de los nodos, las funciones de 
forma coinciden precisamente con los 
polinomios de Lagrange, por lo que a 
estos elementos se les denomina 
Lagrangianos. 
La función de forma del nodo i en un 
elemento Lagrangiano unidimensional 
de  n nodos se obtiene directamente 
por la expresión general 
 
 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )niiiiiii
nii
i xxxxxxxxxx
xxxxxxxxxx
xN −−−−−
−−−−−=
+−
+−
LL
LL
1121
1121  
Geometría real
1
1
x1
C 2
x2
l(e) x
N2(x)N1(x)
1
Fig. (B.2): Definición del sistema de coordenadas natural ξ. Geometrías 
real y normalizada del elemento. 
(B.3) 
(B.4) 
(B.5) 
(B.6) 
Geometría normalizada
1
1
ξ = − 1 ξ = 1ξ
2
N1(ξ) N2(ξ)
2
1
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o más sencillamente por 
( )
( )( )∏≠= ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−=
n
ijj ji
j
xx
xx
xN
1
1  
Así, por ejemplo, para un elemento de dos nodos se encuentra de nuevo 
( )el
xx
xx
xxN −=−
−= 2
21
2
1  
( )el
xx
xx
xxN 1
12
1
2
−=−
−=  
Por conveniencia se introducirá el sistema de coordenadas natural o normalizado basado en 
la variable ξ que se define como  
( )e cl
xx −= 2ξ  
siendo xc la coordenada del centro del elemento, de manera que 
 
- ξ = -1 en el extremo izquierdo del elemento 
- ξ = 0 en el punto central del elemento 
- ξ = 1 en el extremo derecho del elemento 
La ecuación (B.9) transforma la geometría real del elemento en una geometría normalizada 
en la que la longitud del elemento es 2. Ahora se pueden expresar las funciones de forma en 
esta nueva geometría e independizar así la obtención de las mismas de la geometría real del 
elemento, lo cual es de gran interés práctico. Por analogía con (B.6) la expresión general de 
Ni(ξ) puede escribirse ahora como 
( )
( )( )∏≠= ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−=
n
ijj ji
jN
1
1 ξξ
ξξξ  
Por tanto para un elemento Lagrangiano de 2 nodos con ξ1 = -1 y ξ2 = +1 se deduce 
 
(B.7)
(B.8) 
(B.9) 
(B.10)
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( )ξξξ
ξξ −=−
−= 1
2
1
21
2
1N  
( )ξξξ
ξξ +=−
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Es inmediato ver que sustituyendo en (B.11) el valor de ξ de (B.9) se recupera la expresión 
cartesiana de las funciones de forma (B.8). 
B.2 – Funciones de forma de elementos tetraédricos 
Una vez vista la función de forma de un elemento unidimensional, ya se tiene cierto 
conocimiento de los aspectos de las funciones de forma. Ahora es un buen momento para 
introducir las funciones de forma de los tetraedros.  
Como ya se ha comentado las mallas que se usan para realizar las simulaciones del 
proyecto están formadas por elementos tetraédricos de lados rectos. Por esto ha parecido 
recomendable poner una breve explicación de cómo lograr las funciones de forma del 
tetraedro. 
Las funciones de forma de los elementos tetraédricos pueden expresarse en coordenadas 
de volumen y/o coordenadas naturales. Las coordenadas de volumen se identifican por L1, 
L2, L3 y L4 y se definen como el cociente entre el volumen del tetraedro, formado por un punto 
interior al elemento P y la cara opuesta al nodo i y el volumen del tetraedro (ver figura 12). 
Así, 
)(
.
e
jkl
i
V
PVol
L = ; 
i = 1,2,3,4 y evidentemente se cumple que L1 + L2 + L3 + L4 =1. 
(B.12) 
(B.11) 
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Las coordenadas de volumen sirven para definir una interpolación paramétrica lineal de la 
geometría del elemento tetraédrico como 
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Estas tres ecuaciones junto con la (B.12) permiten eliminar las Li en función de las 
coordenadas cartesianas. Luego queda 
( ) ( ) iiiiiei NzdycxbaVL =+++= 6
1
 
donde los coeficientes ai, bi, ci, di son las constantes de las funciones de forma que son 
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Esto significa que las coordenadas de volumen coinciden con las funciones de forma de 
dicho elemento. (La obtención de las funciones de forma con las coordenadas cartesianas se 
ha omitido, ya que resulta ser una extensión del caso unidimensional). 
Fig. (B.3): Tetraedro lineal. 
(B.13)
(B.14)
(B.15)
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Obsérvese que de (B.14) se pueden obtener las derivadas de las coordenadas de volumen 
con respecto a las cartesianas como  
( ) ( ) ( ) ieiieiiei dV
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Por otra parte, las coordenadas naturales α, β, γ definen el espacio de un elemento 
tetraédrico recto con caras en α = 0, β = 0, γ = 0 y 1 – α – β – γ = 0. Ver figura (B.3): 
x
α
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b
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y
z
1
β
1
1
γ
2
3
4
1
 
Para un elemento tetraédrico con aristas a, b, c se cumple 
;             ;            ;
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xx iii −=−=−= γβα  
siendo i el nodo que se toma como origen de coordenadas naturales. De (B.17) se deduce 
;1             ;1             ;1 γ
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dz
d
dy
d
dx
d
 
y un elemento diferencia de volumen se puede representar por 
γβα ddabcddxdydz =  
Por consiguiente para integrar cualquier función f(x, y, z) sobre el elemento puede efectuarse 
el cambio de variable siguiente: 
( )∫∫∫ ∫ ∫ ∫
− −−
=eV ddabcdfdxdydzzyxf
1
0
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0
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0
),,(),,(
α αβ
γβαγβα  
(B.17) 
(B.18) 
(B.19) 
(B.20) 
(B.16) 
Fig. (B.4): Definición del 
sistema de coordenadas 
natural α, β, γ en 
elementos tetraédricos. 
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Es fácil encontrar que las funciones de forma del elemento tetraédrico de cuatro nodos se 
expresan en coordenadas naturales como 
N1 = 1 – α – β – γ;  N2 = α; N3 = γ; 
Se comprueba de (B.21) que las funciones de forma en coordenadas naturales satisfacen las 
ecuaciones 
     1 si i = j 
         Ni(ξj, ηj, ζj) 
     0 si i ≠ j 
y 
( ) 1,,
1
=∑
=
n
i
iN ζηξ  
Estas ecuaciones determinan que las funciones de forma expresadas en coordenadas 
naturales satisfacen los mismos requisitos que en coordenadas cartesianas. 
Hecho este inciso, de la ecuación (B.18) se deduce que las derivadas cartesianas de dichas 
funciones se obtienen por 
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De (B.21) se deduce la relación de las coordenadas de volumen y las naturales, siendo 
inmediato pasar de un sistema de coordenadas a otro si más que hacer L1 = 1 – α – β – γ; L2 
= α; L3 = β y L4 = γ. 
Si se utilizan coordenadas de volumen las funciones de forma pueden obtenerse como 
productos de cuatro polinomios de Lagrange en cada una de dichas coordenadas. Así la 
función de forma del nodo i de coordenadas genéricas (I, J, K, L) se obtiene por 
( ) ( ) ( ) ( )4321 LlLlLlLlN iLiKiJiIi =  
donde los subíndices I, J, K y L coinciden con los exponentes que afectan a cada 
coordenada de volumen en la expresión de la función de forma Ni, cumpliéndose, 
obviamente, que I + J + K +L = M, siendo M el grado del mayor polinomio completo 
contenido en Ni. Por otra parte ( )jiI Ll  es el polinomio de Lagrange de grado I en la variable 
(B.21)
(B.22)
(B.23)
(B.24)
(B.25)
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Lj que pasa por el nodo i (ver ecs. (B.6) y (B.7)). Dadas las características tridimensionales 
del tetraedro la asignación de las coordenadas I, J, K, L a cada nodo es algo más 
complicada que el caso bidimensional. 
Una vez obtenidas las funciones de forma en coordenadas de volumen, su expresión en 
coordenadas naturales es inmediata haciendo los cambios de variables antes mencionados. 
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C – Integración numérica 
Muchas veces la integración exacta de las expresiones de las matrices de algunos 
elementos podría ser dificultosa. El objetivo de este anexo es el de explicar una herramienta 
fundamental para llegar a la solución final de un problema de simulación por el MEF. Así que 
se resumirá algún fundamento de la integración numérica, y se añadirá la tabla de los 
coeficientes numéricos convenientes.  
C.1 – Principios de la integración numérica 
Para encontrar numéricamente el valor de la integral de una función de una variable puede 
seguirse uno de varios procedimientos. 
Cuadratura de Newton-Cotes. Es el procedimiento más obvio, los puntos en los que se 
precisa el valor de la función se determinan a priori – generalmente separados por intervalos 
iguales -, haciendo pasar un polinomio por los valores de la función en esos puntos y 
procediendo a su integración exacta. 
Como “n” valores de la función definen un polinomio de grado n-1, el error será del orden 
O(hn), donde h es el tamaño del elemento. Esto conduce a la conocida fórmula de la 
cuadratura de Newton-Cotes. Las integrales pueden escribirse  
( ) ( )∑∫ ==
−
n
ii fHdfI
1
1
1
ξξξ  
                 
-1 1
f
0
f(ξ1) f(ξ8)
ξ∆ = 1/7
 
Fig. (C.1): Cuadratura 
de Newton – Cotes. 
(C.1) 
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para un intervalo de integración entre –1 y +1. (Figura). Por ejemplo, si n = 2, resulta la 
conocida regla del trapecio: I = f(-1) + f(1); para n = 3, obtenemos la regla del tercio  de 
Simpson: 
I = 1/3[f(-1) + 4f(0) + f(1) 
y para n = 4: 
I = 1/4[(-1) + 3f(-1/3) + 3f(1/3) + f(1)] 
Cuadratura de Gauss Si en lugar de especificar a priori la posición de los puntos en los que 
se precisa el valor de la función hacemos que estos se encuentren en puntos que se 
determinan de manera que se alcance la mayor precisión posible, para un número de puntos 
dado pueden conseguirse resultados más exactos. De hecho, si se considera de nuevo que 
( ) ( )∑∫ ==
−
n
ii fHdfI
1
1
1
ξξξ  
y se vuelve a suponer una expresión polinómica, es fácil ver que para n puntos tenemos 2n 
incógnitas (Hi y ξi), y por tanto se puede construir un polinomio de grado 2n – 1y obtener su 
integral exacta (ver figura). El error sería así del orden O(h2n). 
Las ecuaciones simultáneas que se manejan son difíciles de resolver, pero algo de 
manipulación matemática demuestra que la solución puede obtenerse explícitamente en 
función de polinomios de Legendre. Por ello este método particular suele ser conocido como 
cuadratura de Gauss-Legendre.  
En el análisis de los elementos finitos los cálculos más complicados son los relativos a la 
determinación de los valores de f, que es la función a integrar. Por tanto el procedimiento de 
Gauss es idealmente el más favorable, puesto que requiere un número mínimo de dichas 
evaluaciones. 
Pueden deducirse otras expresiones para las funciones integrales del tipo  
( ) ( ) ( )∑∫ ==
−
n
ii fHdfwI
1
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1
ξξξξ  
para formas de w(ξ) preestablecidas, nuevamente integrando un desarrollo de f(ξ) hasta un 
determinado grado de precisión. 
(C.2) 
(C.3) 
(C.4) 
(C.5) 
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C.2 – Integración en tetraedros: 
La manera más evidente de calcular la integral ( )∫ ∫
− −
=
1
1
1
1
, ηξηξ ddfI  es calcular la integral 
interior manteniendo η constante, es decir,  
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Calculando de igual manera la integral exterior, se obtiene la siguiente expresión: 
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ecuación ideal para calcular una región cuadrada, análogamente, para un prisma recto se 
obtiene: 
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Para los elementos tetraédricos se sigue las mismas ecuaciones pero mediante las 
coordenadas de volumen del tetraedro. Las coordenadas de volumen se identifican por L1, 
L2, L3 y L4 y se definen como el cociente entre el volumen del tetraedro. Esta parte está 
explicada en el anexo B, apartado de las funciones de forma del tetraedro. Ver figura (B.3) y 
ecuaciones (B.12) y (B.13). 
Fig. (C.2): Cuadratura 
de Gauss. 
(C.6) 
(C.7) 
(C.8) 
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La cuadratura de Gauss para elementos tetraédricos que utilicen coordenadas de volumen 
se escribe como 
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La posición de los puntos de integración y los valores de las coordenadas de volumen y los 
pesos correspondientes para las cuadraturas lineal, cuadrática y cúbica se muestran en la 
figura . 
 
 
Se remarca que los pesos en la figura (C.3) se han normalizado de manera que sumen 1/6 
para que el cálculo del volumen del elemento tetraédrico de 4 nodos con la ec.(C.8) sea 
exacto. Así, 
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Fig. (C.3): Coordenadas  pesos de los puntos de integración en las cuadraturas de Gauss – Legendre: (a) 
Lineal (np =1), (b) cuadrática (np = 4), (c) cúbica (np = 5) para elementos tetraédricos. 
(C.9) 
(C.8) 
